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JURGEN ROTH

Trigonometrische Funktionen umkehren — dynamisch

kein Hexenwerk

Lerngruppe: 10.-12. Klasse

Idee: Wie bekomme ich zu einem Si-
nuswert den zugehorigen Winkel? Ist
der erste gefundene Wert immer die
erwartete WinkelgréRe? Die Idee der
Umkehrung funktionaler Zusammen-
hénge hilft bei der Losung.

Material: GeoGebra-Book ,,Umkehr-
funktionen” unter der Adresse
geogebra.org/m/zDX4NKR2

Die Umkehrfunktionen der trigonometri-
schen Funktionen (die Arcusfunktionen)
kommen in den Lehrplanen Mathematik
nicht vor. Trotzdem werden mit dem Ta-
schenrechner zu Werten der Sinus-, Ko-
sinus- und Tangensfunktionen mit Hilfe

der omindsen Tasten , und
»Zugehorige” WinkelgroRen be-
rechnet. Wie kann man diese zugeordne-
ten WinkelgrofRen auch selbst finden?
Wird so wirklich immer die GroRe des in-
teressierenden  Winkels ausgegeben?
(Man beachte die Periodizitat der trigo-
nometrischen Funktionen, die besonders
gut am Einheitskreis deutlich wird.) Ant-
worten zu diesen und weiteren Fragen
liefert das in allen Lehrplanen verankerte
Konzept der Umkehrfunktion. Es ist aus
der 9. Jahrgangsstufe bekannt. Dort wird
die Wurzelfunktion als Umkehrung des
rechten Asts der Quadratfunktion erar-
beitet. Das Konzept trégt sehr viel weiter
und kann, wenn es hier noch einmal auf-
gefrischt wird, u.a. Grundlage der Erar-
beitung der Logarithmusfunktion als
Umkehrfunktion der Exponentialfunkton
sein.

Idee der Unterrichtsstunde

Schon an dieser kurzen Einfiihrung wird
deutlich, dass Grundvorstellungen dazu,

was etwa eigentlich bedeutet,

auch im aktuellen Unterricht unumgéng-

lich sind. Die hier vorgestellten dynami-
schen Visualisierungen, die unter der Ad-
resse geogebra.org/m/zDX4ANKR2 abruf-
bar sind, liefern alles, was bendtigt wird,
um die notwendigen Grundvorstellungen
in einem lehrpersonenzentrierten Unter-
richtsgesprach anzubahnen bzw. zu reak-
tivieren.

Grundvorstellungen zur
Umkehrfunktion reaktivieren

Bei einer Funktion wird jedem x-Wert
genau ein y-Wert zugeordnet. Am Gra-
phen der entsprechenden Funktion kann
man das erkenne, indem man von einer
beliebigen Stelle (x-Wert) der x-Achse
parallel zur y-Achse bis zum Graphen
lauft. Wenn man den Graphen auf diese
Weise fiir jeden x-Wert genau einmal
trifft, handelt es sich um eine Funktion.
Wenn man nun vom getroffenen Punkt
auf dem Funktionsgraph parallel zur x-
Achse bis zur y-Achse lauft, so erreicht
man den, dem x-Wert zugeordneten, y-
Wert der Funktion. In Abb. 1 ist das
exemplarisch fiir die Quadratfunktion

dargestellt.

Abb. 2: Zu einem y-
Wert den bzw. die
zugeordneten X-
Wert(e) im Graph
der Quadratfunk-
tion finden.

Interessiert man sich andererseits fir die
Umgekehrte Zuordnung, also daftr, wel-
cher x-Wert einem bestimmten y-Wert
zugeordnet wird, dann l&uft man im
Graph vom auf der y-Achse gewéhlten y-
Wert parallel zur x-Achse bis zum Graph
und anschlieend parallel zur y-Achse
bis zur x-Achse. Dort trifft man auf den

Abb. 1: Zu einem x-
Wert den zugeord-
neten y-Wert im
Graph der Quad-
ratfunktion finden.

zugehorigen x-Wert. Bei der Quadrat-
funktion stellt man dabei, wie in Abb. 2
dargestellt, schnell fest, dass flr die meis-
ten y-Werte gleich zwei zugehdrige x-
Werte existieren. Um auch fir diese Zu-
ordnung die Eindeutigkeit zu gewdhrleis-
ten, muss man sich flr einen der beiden
Aste der Normalparabel entscheiden. In
der Mathematik hat man sich hier norma-
tiv auf den rechten Ast, der im I. Quad-
ranten verlauft, festgelegt.

Wichtige  Grundvorstellungen  zu
Umkehrfunktionen sind also, dass (1) zu
einer vorgegebenen Funktion die umge-
kehrte Zuordnung, also
= am Graph, der Weg von der y-Achse

zur x-Achse,
= in der Tabelle, die zeilenweise Zuord-

nung vom y-Wert zum x-Wert,
= in der Funktionsgleichung, ,,der* aus

einem y-Wert berechenbare x-Wert
interessiert und (2) man den Definitions-
bereich der Ursprungsfunktion héufig
einschranken muss, damit es sich bei der
umgekehrten Zuordnung wieder um eine
Funktion handelt, die Zuordnung also
eindeutig ist. Diese beiden Grundvorstel-
lungen missen bei jedem Versuch, zu ei-
ner ,,neuen“ Funktion eine Umkehrfunk-
tion zu finden, reaktiviert werden. Dies
kann durch das Dynamische Arbeitsblatt
»,Umkehrfunktion® (vgl. das GeoGebra-
Book) unterstiitzt werden.

Keine Grundvorstellung ist das an-
schlieBend nur wegen Darstellungskon-
ventionen (die unabhdngige Variable
wird an der x-Achse angetragen; Tabel-
len werden von links nach rechts bzw.
von oben nach unten gelesen; die abhan-
gige Variable in einer Funktionsglei-
chung ist Ublicherweise x) Ubliche Ver-
tauschen der Variablen x und y.

Arbeiten mit der dynamischen
Visualisierung ,,TRIGUM*

Zur Erarbeitung der Umkehrfunktion der

Sinusfunktion wird das dynamische Ar-
beitsblatt ,, Trigonometrische Funktionen
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Abb. 7: Spiegelung an Winkelhalbierender (I./l1l. Quadrant) ~ Abb. 8: Graph der Umkehrfunktion

umkehren (TRIGUM)“ aus dem Geo-
Gebra-Book genutzt. In TRIGUM wird
zunéchst soweit am Schieberegler ,,sin“
gezogen, bis der Graph der Sinusfunktion
x + sin(x) mit x € R angezeigt wird.

Eindeutige Zuordnung

Ausgangspunkt ist die Wiederholung der
Tatsache, dass die Sinusfunktion als
Funktion eine eindeutige Zuordnung ist,
dass also jeder WinkelgroRe (im Bogen-
maR) genau ein Sinuswert zugeordnet
wird. Dies kénnen Schiler/innen anhand
von TRIGUM (iber das Kontrollkastchen
»Funktionstest* in Partnerarbeit Uberpri-
fen und diskutieren. Dadurch wird im
Koordinatensystem eine Parallele zur y-

Achse eingeblendet, die auf jeden belie-
bigen x-Wert gezogen werden kann (vgl.
Abb. 3). Da fiir jeden x-Wert genau ein
Schnittpunkt mit dem Graphen der Sinus-
funktion existiert, handelt es sich um eine
eindeutige Zuordnung, eine Funktion.

Umkehrbar?

Ausgehend von der Suche nach Winkel-
groRen, die zu einem bekannten Sinus-
wert gehdren, stellt sich die Frage, ob die
Sinusfunktion umkehrbar ist, d.h. ob je-
dem Sinuswert genau eine WinkelgroRe
zugeordnet wird. Dies kénnen Schi-
ler/innen in TRIGUM anhand des Kon-
trollkéastchens ,,Umkehrbarkeitstest in
Partnerarbeit Gberprifen und diskutieren.

Die damit im Koordinatensystem einge-
blendete Parallele zur x-Achse, die auf
jeden beliebigen y-Wert gezogen werden
kann, schneidet den Funktionsgraphen
fur jeden y-Wert im Intervall [-1; 1] un-
endlich oft (vgl. Abb. 3). Damit wird
deutlich, dass die Sinusfunktion als Gan-
zes nicht umgekehrt werden kann, son-
dern firr diesen Zweck auf ein Intervall
eingeschrankt werden muss.
Gegebenenfalls kann diese, aus der
Periodizitat der trigonometrischen Funk-
tionen folgende Tatsache zur Vertiefung
im Unterrichtsgesprach auch noch ein-
mal am Einheitskreis visualisiert und dis-
kutiert werden. Dazu werden die Schi-
ler/innen aufgefordert zu vorgegebenen
Sinuswerten maglichst viele Winkel zu



finden, denen dieser Sinuswert zugeord-
net wird. Zur Kontrolle ihrer Uberlegun-
gen oder ggf. zur Unterstitzung bei der
Ideenfindung koénnen die Schuler/innen
das dynamische Arbeitsblatt ,,Einheits-
kreis“ (vgl. Abb. 9) verwenden.
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sin(40”) = 0.64
cos(407) = 0.77

tan(40%) = 0.84

o = 407
-

Abb. 9: Einheitskreis

Umkehrbare Intervalle

AnschlieBend werden die Schiler/innen
aufgefordert in Partnerarbeit nach Inter-
vallen zu suchen, in denen die Sinusfunk-
tion umkehrbar ist. Ihre Ergebnisse kon-
nen sie mit TRIGUM, nach Ziehen am
Schieberegler ,,sin“ bis zur nachsten Ras-
terung, Uberprifen. Dadurch wird ein In-
tervall der Lange m auf der x-Achse aus-
gegeben (vgl. Abb. 4). Dieses kann an
seiner linken Grenze mit der Maus ge-
fasst und beliebig verschoben werden.
Uber dem Intervall wird der zugehorige
Abschnitt des Graphen der Sinusfunktion
fett hervorgehoben. Beim Verschieben
des Intervalls kénnen die Schiler/innen
beobachten und begriinden, in welchen
Lagen des Intervalls der entsprechende
Abschnitt der Funktion umgekehrt wer-
den kann. Dabei suchen die Schiler/in-
nen nach Abschnitten, bei denen der zu-
gehdrige Teilgraph nur einen
Schnittpunkt mit jeder Parallelen zur x-
Achse zwischen -1 und 1 besitzt (vgl.
Abb. 4 und 5).

Festlegung auf das Intervall [— g ; g]
Mit der Klasse wird nun im Unterrichts-
gesprach thematisiert, dass die Mathema-
tiker sich fur den Abschnitt entschieden
haben, der mdoglichst nah am Koordina-
tenursprung liegt (vgl. Abb. 5 und 6), also
das Intervall f—gg] Diese Entschei-
dung ist analog zu der bei der Quadrat-
funktion flr den rechten Ast der Normal-
parabel bzgl. der Umkehrung zur

Wurzelfunktion. Auch diese Entschei-
dung wurde normiert.

Betrachtet man diesen Abschnitt ge-
nauer (vgl. Abb. 6), dann wird deutlich,
dass den Werten der Sinusfunktion im In-
tervall [—1; 1] ausschlieRlich Winkelgré-
Ren aus dem Intervall [—gﬂ (bzw. im
GradmaR zwischen —90° und 90°) zuge-
ordnet werden. Nur Winkel aus diesem
Intervall werden folglich von Taschen-
rechner beim Benutzen der Taste
ausgegeben. Interessieren WinkelgréRen
aulRerhalb dieses Bereichs, so muss man
sich diese aus dem bekannten Verlauf des
Graphen der Sinusfunktion und ihrer Pe-
riodizitat, oder am Einheitskreis herlei-
ten.

Graph der Umkehrfunktion

An dieser Stelle kénnte man aufhoren.
Will man aber den Graphen der ,,Um-
kehrfunktion* der Sinusfunktion themati-
sieren, dann muss — Analog zur Herlei-
tung des Graphen der Wurzelfunktion —
noch darlber gesprochen werden, dass
man den Definitionsbereich einer Funk-
tion Ublicherweise auf der x-Achse und
den Wertebereich auf der y-Achse eines
Koordinatensystems auftragt. Deswegen
spiegelt man das gesamte Koordinaten-
system und damit den Graphen an der
Winkelhalbierenden des I. und I11. Quad-
ranten, die in TRIGUM Uber das Kon-
trollkastchen ,Winkelhalbierende (I,
111)* ausgegeben werden kann. Bei dieser
Spiegelung wird die y-Achse auf die x-
Achse abgebildet und umgekehrt. Durch
Ziehen am Schieberegler ,,sin“ bis zur
nachsten Rasterung, wird das Spiegelbild
des ausgewadhlten Abschnitts der Sinus-
funktion zusatzlich ausgegeben (vgl.
Abb. 7). Wird der Schieberegler ,,sin*
schlieBlich bis zum rechten Anschlag ge-
zogen, dann wird nur noch der Graph der
»Umkehrfunktion“ der Sinusfunktion
(also der Graph der Arcussinusfunktion)
dargestellt (vgl. Abb. 8).

Die Spiegelung der Sinusfunktion,
bzw. deren gewahlter umkehrbarer Ab-
schnitt an der Winkelhalbierenden des I.
und I11. Quadranten des Koordinatensys-
tems kann im dynamischen Arbeitsblatt
»Achsen tauschen (ACHTAU)“ als
raumliche Drehung des gesamten Koor-
dinatensystems einschlielich des Gra-
phen um diese Winkelhalbierende reali-
siert werden. Dazu ist zun&chst folgender

Befehl in die Eingabezeile fir den Funk-
tionsterm f(x) zu schreiben:
Funktion[sin(x),-pi/2,pi/2]

Dadurch wird der Graph der Funktion
sin(x) nur im abgeschlossenen Intervall
[—gg] ausgegeben. Durch Ziehen am
Schieberegler wird dieser Graph zusam-
men mit dem gesamten Koordinatensys-
tem um die Winkelhalbierende des I. und
I11. Quadranten gedreht.

Umkehrfunktion als wesentli-
ches Konzept der Mathematik

Hier wurde die Vorgehensweise zur Auf-
findung einer Umkehrfunktion zu einem
Abschnitt einer vorgegebenen Funktion
exemplarisch an der ,,Umkehrfunktion
zur Sinusfunktion* erlautert. Die entspre-
chenden Schritte zu den ,,Umkehrfunkti-
onen zur Kosinus- bzw. Tangensfunk-
tion* sind im dynamischen Arbeitsblatt
,» Trigonometrische Funktionen umkeh-
ren (TRIGUM)* ebenfalls (iber die zuge-
horigen Schieberegler abrufbar. Das
Konzept der Umkehrfunktion ist aber
deutlich umfassender. Es ermdéglicht das
ErschlieRen und beweisen von Eigen-
schaften wichtiger Funktionen, wie etwa
der Logarithmusfunktion, durch zuriick-
flhren auf bekannte Funktionstypen.
Man macht sich dabei zu Nutze, dass
Funktionen und ihre Umkehrfunktionen
jeweils bzgl. der Eigenschaften im Defi-
nitions- und Wertebereich gerade ver-
tauscht sind.

Mit den hier vorgestellten dynami-
schen Arbeitsblattern kdnnen Grundvor-
stellungen zur Umkehrung von Funktio-
nen und speziell zu den Ausgaben der
Taschenrechner beim Nutzen der Tasten
[sin"2], [cos™| und [tan~!]| erarbeitet
werden. Sie dient damit als dynamische
Verstandnisgrundlage, die ihr Potential
allerdings nur entfaltet, wenn das, was
man beobachten kann, sehr genau analy-
siert wird. Hier sind wir als Lehrpersonen
gefragt, wenn es darum geht geeignete
Reflexionsfragen zu stellen und Querbe-
ziige herzustellen.

Hinweis

Alle genannten dynamischen Arbeitsblatter sind
Bestandteil des GeoGebra-Books ,Umkehrfunktio-
nen“. Es ist unter folgender Adresse abrufbar:
https://geogebra.org/m/zDX4NKR2
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