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3.1 Langenmessung




Messen

» Vorgang des Messens am Beispiel der Langen
> Vergleich von Strecken durch Abtragen auf einer Halbgerade
> Bildung des Begriffs Lange als Klasse kongruenter Strecken
> Wahl einer speziellen Lange als Malieinheit
>

Vervielfachen und Unterteilen einer Lange und
speziell der gewahlten Maleinheit

> Vergleichen (Auslegen) einer zu messenden Strecke
mit der Mal3einheit
» Der letzte Punkt ist das eigentliche Messen!

> Die Anzahl der bendétigten Reprasentanten der gewahlten
Maleinheit bzw. ihr Bruchtell ist die Mal3zahl.

> Die Mal3zahl dient zusammen mit der (Mal3-)Einheit
als Name flr die Lange der zu messenden Strecke.
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Messen

» Offene Fragen:

> Kann jeder Strecke eine Mal3zahl zugeordnet werden?
Diese Frage lasst sich nur mit Hilfe einer axiomatischen
Festlegung angehen (Archimedischen Axiom).

> Gibt es zu jeder Mal3zahl eine Strecke?
Auch diese Frage macht ein weiteres Axiom notig
(Stetigkeitsaxiom).

> Entsprechende Aussagen fur Winkel und Flachen lassen
sich als Satze beweisen, werden also letztlich auf die Axiome
der LAngenmessung zurtckgefuhrt.

> Die beiden zusatzlichen Axiome bilden die Brlicke zwischen
der Geometrie und dem Zahlensystem und ermdglichen es,
mit reellen Zahlen als Koordinaten analytische Geometrie zu
betreiben.
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» Bemerkung
> Der Satz 2.39 von der Mittelparallelen im Dreieck
lasst sich wie folgt verallgemeinern:

(Satz 3.1

Eine Schar paralleler Geraden p,, p,, ps, -.- , die aus einer
Geraden g kongruente Strecken herausschneidet, schneidet

aus jeder Geraden h, die nicht zur Schar parallel ist, ebenfalls
. kongruente Strecken heraus.

_ 1.
» Bemerkung IAC] =7 - 1AB
> Damit lasst sich jede
Strecke in n kongruente
Tellstrecken zerlegen.

(Teilbarkeitseigenschaft
flr (echte) Streckenlangen)

Geometrie
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Vervielfachen

» Bemerkung

> Das Messen beruht auf dem Vervielfachen einer Lange a, die
sich durch folgende Bedingungen erklaren lasst:

l-a=a A (h+1l)-a=n-a+a
> Das Bilden des n-ten Teils einer Lange beruht formal auf dem
Vervielfachen, denn man kann erklaren:
X=+-a = n-x=a

> Unter einem Bruchteil einer Lange |PQ| ist dann ihr m-facher
n-ter Teil zu verstehen. An Stelle von m - (1 - |PQ]) schreibt
man wie Ublich &% - |PQ)].

/Definition 3.1 )

> Ist ' eine nicht negative rationale Zahl, e = |PQ| die Lange einer
Strecke [PQ] mit P = Q und |AB| = . e, dann heil3t die Zahl -}
. Malizahl von [AB] bzw. von |AB| bezuglich der Malieinheit e. y
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i | ™ Forderungen an
” MaRfunktionen

» Forderungen an die Zuordnung einer Mal3zahl zu einer Strecke:
> Die Mal3zahl einer Strecke ist eine nicht negative Zahl
(Nichtnegativitat)

» Die Anzahl der bendgtigten Mal3einheiten oder
ihrer Bruchteile ist eine nichtnegative Zahl.

> Die als Mal3einheit gewéahlte Lange bzw. eine diese Lange
reprasentierende Strecke erhélt die Mal3zahl 1. (Normierung)

» Nach den Festlegungen Uber das Vervielfachen gilt e=1 - e.

> Kongruenten Strecken wird dieselbe Mal3zahl zugeordnet.
(Kongruenzaxiom)

» Ist |AB| = '. e und [CD] = [AB] , dann muss sich ein Reprasentant
des n-ten Teils von e wegen der Axiome der Streckenkongruenz auch
auf [CD] genau m-fach abtragen lassen.

> Werden Langen addiert, dann addieren sich auch die zugehdrigen
Mal3zahlen. (Additivitat)

» Vgl. Satz 3.2
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Forderungen an

MalRfunktionen

(satz 3.2 bt
Die Mal3zahl der Summe zweier Langen ist gleich der
Summe der Mal3zahlen der beiden Langen. Es gilt also:

L Me+g-e=(T+45)-e y

» Bemerkung
> Diese Gleichung sieht wie das Distributivgesetz fur Zahlen aus.
Es ist aber zu beachten, dass = und 4 Zahlen sind, wahrend e
eine Lange bezeichnet.

> Der Bewels dieses Satzes, der hier tbergangen wird, beruht
einerseits auf den Axiomen der Streckenkongruenz und
andererseits auf Folgerungen aus den Gesetzen eines
GrofRenbereichs und der rekursiven Definition des Vervielfachens

von Langen.
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» Problem

> Wenn eine Strecke als Repréasentant der
gewdahlten Einheit e von A aus auf der zu
messenden Strecke [AB] abgetragen wird,
ISt es dann sicher, dass der Punkt B nach
endlichen vielen Schritten erreicht oder

uberschritten wird?

> Das folgende Axiom stellt das sicher.

((Ar) Archimedisches Axiom

n, far die qilt:

\.

n - |AB| < [CD|
(n+1) - |AB| > [CD|

> Ist A= B und |AB| < |CD|, dann gibt es genau eine nattrliche Zahl

und
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‘Z‘uordnung einer Mal3zahl

ZU einer Strecke

» Bemerkung

> Die Seite und die Diagonale eines Quadrats besitzen
z. B. kein gemeinsames Mal3, sie sind inkommensurabel.

e e e
A A A B A
@ AL - O—O—0O @
A Ay By By
= A =B,

> Um eine Lange |AB| ndherungsweise mit der Einheit e zu messen,
trdgt man von A aus auf [AB die Lange e ab und erhalt nach k
Schritten einen Punkt A, mit |AA,| < |AB| und nach k + 1 Schritten
eine Punkt B, mit |AB,| > |AB|.
> Der Mittelpunkt M, der Strecke [A,B,] wird bestimmt.
» A, =M, und B, =B, wenn |[AM,| < |AB|
» A=A, und B; =M, wenn [AM,| > |AB|
> Anschliel3end wird der Mittelpunkt M, der Strecke [A,B,] bestimmt
und wieder wie oben die Punkte A, und B, festgeleqt. ...

<
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Streckenschachtelung

Gefinition 3.2 \

> Eine Folge von Strecken ([A,B,]) heil3t genau dann
Streckenschachtelung, Wenn gllt

> V. No [Ani1Bnial < [AB]
» Es gibt keine echte Strecke, die in

\ allen Strecken [A,B, ] enthalten ist. j
e N X
» Bemerkung ¢ : - ¥ ;—E;—g >
> Eine solche Streckenschachtelung =AO1 ’ =B12 ’

lasst sich etwa Uber ein Strecken-
halbierungsverfahren realisieren.

> Gabe es eine Strecke [BB*] die in allen Strecken der
Streckenschachtelung enthalten ware, dann wirde gelten:

Vicen IBB*| < = [AyBol bzw. 2" |BB*| < |A,B
é Wlderspruch zum Archimedischen Axiom
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Streckenmessung

» Bemerkung
> Bei obiger Streckenschachtelung bilden die Mal3zahlen der Langen
» |AA,| eine monoton wachsende Folge,
» |AB,| eine monoton fallende Folge und
> |AB,| = |AB,| - |AA,| eine Nullfolge, namlich die Folge ().

> Die Mal3zahlen der Folgen |AA,| und |AB,| bilden zusammen eine
Intervallschachtelung. Der gemeinsame Grenzwert der beiden
Zahlenfolgen ist die reelle Zahl, die der Strecke [AB] als Mal3zahl

zugeordnet werden kann.

(Definition 3.3

> Ist [AB] eine Strecke und ([A,B,]) Streckenschachtelung mit
[A.B,] < [AB und rationalen MaBzahIen fur die Langen |AA,|
und |AB,|, die den Punkt B einschliel3t, dann ist der gemeinsame
Grenzwert der zu |AA, | bzw. |AB,| gehorenden Maf3zahlfolgen die
Mal3zahl der Strecke [AB]. y

\.
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Axiom der

. Streckenschachtelung
e

» Bemerkung
> Mit Hilfe der Streckenschachtelung (d. h. letztlich aufgrund des Archi-
medischen Axioms) kann jeder Strecke eine Maf3zahl zugeordnet werden.
> Es bleibt die Frage zu klaren, ob zu jeder nichtnegativen reellen Zahl r
eine Strecke existiert, deren Maf3zahl r ist.

> Mit anderen Worten: Gibt es zu jeder Streckenschachtelung einen Punkt,
der auf allen Strecken der Streckenschachtelung liegt? Dazu wird ein
weiteres Axiom benotigt:

((S) Axiom der Streckenschachtelung (Cantorsches Axiom)

> Zu jeder Streckenschachtelung gibt es (genau) einen Punkt,

L der allen Strecken der Schachtelung angehort. y

» Bemerkung
> Dieses Axiom stellt sicher, dass eine Gerade ,keine Lucken” hat.

> Die Axiome (Ar) und (S) werden auch Stetigkeitsaxiome genannt.
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Folgerungen

(Satz 3.3 \

Bei gegebener Malieinheit
> gehort zu jeder Strecke genau eine reelle Zahl als Malf3zahl,

> gibt es zu jeder nicht negativen reellen Zahl r eine Strecke,
\_ deren Mal3zahl r ist. )

» Bemerkungen 3
> U. a. die Existenz von Schnittpunkten zweier o \\

Kreise sowie die Moglichkeit der Darstellung & -
X d
\\\V/
y+

des Kreisumfangs durch eine Strecke ist nur
mit dem Streckenschachtelungsaxiom gesichert.

> Erst mit den Stetigkeitsaxiomen bp———————— 1
und Satz 3.3 lasst sich analytische 1 |
Geometrie betreiben. Die Punkte - . ;
der Ebene lassen sich eineindeutig : 0 i "
Zahlenpaaren aus R x R zuordnen.
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Folgerungen

» Folgerungen
> Man kann umgekehrt auch ein Modell des Axiomensystems
gewinnen, indem man definiert:
» Die Ebene ist die Menge R x R.
» Punkte sind Zahlenpaare aus R x [R.

» Geraden sind Lésungsmengen der linearen Gleichungen
ax+by+c=0mita,b,ce Ra(@a=0vb=0).

» FUr P = (Xy, y,) und Q = (X5, ¥»)

ist das Langenmal3 von [PQ| durch J x2 x1 yl) gegeben.
» Zwei Strecken sind kongruent, wenn sie dasselbe LangenmaB
besitzen.

> Es lasst sich zeigen, dass alle Axiome erfillt sind
und damit ein Modell (das arithmetische Modell) der
euklidischen Geometrie der Ebene gefunden wurde.

> Wenn das Rechnen mit reellen Zahlen widerspruchsfrei ist,
dann ist auch die euklidische Geometrie widerspruchsfrei.
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3.2 Winkelmessung




GrofRenbereich

(Definition 3.4 \

Eine Menge G zusammen mit einer Verkniupfung + und einer
Relation < heil3t Grolienbereich, wenn fur alle a, b, ¢c € G qilt:

> Kommutativitat: a+b=b+a
> Assoziativitat: a+((b+c)=(a+b)+c
> Trichotomie: entwedera<bodera=boderb<a
\ > Losbarkeit: d.c a+x=b < a<b Y,

» Bemerkungen

> Das Messen von Winkelgrof3en weicht in vielen Punkten deutlich
von der Langenmessung ab. Zunachst erklart man aber flr einen
Winkel bzw. eine Winkelgrol3e « analog zur Langenmessung:

> Vervielfachen: 1-a=a A (h+1l)-a=n-a+«
> Tellen: B=L oo n p=a
> Man folgert: D.oa+f a=(R+5) «a
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Winkelmessung

» Bemerkungen

> Man spricht zwar von Winkelgrof3en, die geltenden Gesetze
sind jedoch nicht die eines Grol3enbereichs.

> Die Losbarkeit gilt nur unter einer zusatzlichen Bedingung im
Hinblick auf den zu o komplementaren und gleichorientierten
Winkel o*.

(Satz 34 E

a < [ gilt genau dann, wenn es einen
vom Nullwinkel verschiedenen Winkel
y gibt, mit a+ y= /6 und y< o*.

\ y,

» Bemerkungen
D> a=<x(ga, hp); o =x(hy, 9a)
D> B=x(da Ka); 7= x(ha, Ka)
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Winkelmessung

(Satz 3.5

a) Wenn f* das Komplement von gund y < g* ist, dann gilt:
a<f = a+y<p+y

b) Istq>0und p-pg<p* fir O<p<qg-1, dann gilt:

N a<f =>g-a<q-p

» Bemerkungen

> Die Bedingung y < p* sorgt dafir, dass der Vollwinkel nicht
Uberschritten wird.

> Wird der Vollwinkel nicht Gberschritten und werden nur
gleichorientierte Winkel betrachtet, dann gelten flr das
Rechnen mit Winkelgrof3en die Rechengesetzte fir das
Rechnen in Groldenbereichen.
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KDefinition 3.5 K

> Ist «(ga, h,a) ein rechter Winkel, so gilt: |%2(ga, hy)| =90°

_ > Ein rechter Winkel hat die Grof3e 90 Grad. y

» Bemerkungen

> Damit ist indirekt eine Mal3einheit bestimmt, namlich die
Winkelgrd3e 1 Grad als neunzigster Teil des rechten Winkels.

> Zwel sich senkrecht schneidende Geraden zerlegen die Ebene in
vier kongruente Winkelfelder. Demnach betragt die Winkelgrof3e
des Vollwinkels 4 - 90° = 360° und die des gestreckten Winkels
2 -90°=180°.

> Die Summe zweier Winkelgrof3en ist nur dann die Summe der

beiden Winkelmal3zahlen zugeordnet, wenn diese Summe kleiner
als der Vollwinkel ist.
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Winkelmessung

(Satz 3.6 \

Sind a und b die Mal3zahlen der Winkel
a und g, dann hat die ,Winkelsumme*
a + [ die Mal3zahl

a+b falls pg< o*

\ a+b-360 falls g ao* j
(Satz 3.7 ke

Wenn g ein spitzer Winkel, « nicht der
Nullwinkel und « < gist, dann gibt es
eine naturliche Zahl n, fur die qilt:

" 2 fea y
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Winkelmessung

(Definition 3.6 .

Eine Folge von Winkeln (¢,) mit einem allen Winkeln gemeinsamen
Scheitel heild3t genau dann Winkelschachtelung, wenn gilt:

> Vv W CWan

ne No an+1 —

> Es gibt keinen vom Nullwinkel verschiedenen Winkel, dessen
\_ Winkelfeld in allen Winkelfeldern der Folge enthalten ist.

Y,
6efinition 3.7 \

Es sel a = «x(g,, ha) ein hochstens gestreckter Winkel, und (x(k,, I,,))
eine Winkelschachtelung, die die Halbgerade h, einschliel3t. Sind
dann a,, die Mal3zahlen der Winkel «(g,, k,,) und die Zahlen b, die
Mafl3zahlen der Winkel «(g,, |,), dann ist der gemeinsame Grenzwert
der Folgen (a,) und (b,) die Mal3zahl des Winkels ¢.

Ist o Uberstumpf mit der Grof3e 180° + o' und hat o' die Mal3zahl a’,
\_ dann hat o die Maf3zahl 180 + a" "/
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(Satz 3.8 h
Ist («,) eine Winkelschachtelung mit dem Scheitel A, dann gibt
es genau eine Halbgerade r,, die in allen abgeschlossenen
Winkelfeldern der Schachtelung liegt. y
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Winkelmessung

» Bemerkung

> Zu jeder reellen Zahl r gibt es eine Drehung im
physikalischen Sinn mit |«(PAP‘)| = (r mod 360)°.
» P‘ist dabei ein Punkt der Ebene &, auf den ein Punkt P
bei einer Drehung um A fallt.

> Auf diese Weise kann uber die Drehung im
physikalischen Sinn jeder reellen Zahl eindeutig
ein Winkel zugeordnet werden, nicht aber umgekehrt.

> Das Addieren und Vervielfachen reeller Zahlen entspricht
dann genau dem Verketten und Wiederholen von
Drehungen im physikalischen Sinn.
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3.3 Flachengrof3en und
Flachenmessung




(Definition 3.8

Die Vereinigungsmenge von endlich vielen
einfach zusammenhéangenden Polygonen P,
heil3t genau dann Netz, wenn folgendes gilt:

(1) Zwei verschiedene Polygone haben
keinen inneren Punkt gemeinsam.

(2) Zwel Polygone, die nicht disjunkt sind,
haben nur Ecken oder Seiten gemeinsam.

(3) Die Seiten, die jewells nur zu einem der
Polygone gehoren, bilden zusammen ein
einfach zusammenhangendes Polygon P.

P wird auch als auleres Polygon des Netzes
bezeichnet und das Netz als Zerlegung von P
\ in die Teilpolygone P,.

Kein Netz
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Zerlegungsgleichheit

(- -
Definition 3.9

Zwei Polygone P und Q heil3en genau dann zerlegungsgleich,
wenn sie sich so in gleichviele Teilpolygone P, und Q, zerlegen
lassen, dass gilt:

> Es gibt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Teilpolygone
von P zu denen von Q, so dass jedem Teilpolygon P, ein zu P,
kongruentes Teilpolygon Q, zugeordnet wird.

> Man schreibt dann kurz: P =Q
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(Satz 3.9

Die Zerlegungsgleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der einfach zusammenhangenden Polygone.

”

h\

Definition 3.10

Die Grolie |P| des durch ein Polygon bestimmten abgeschlossenen
Polygongebiets [P] ist die Klasse aller zu [P] zerlegungsgleichen
Polygongebiete.

» Bemerkungen

> Ein Polygon P wird unterschieden von seinem inneren Gebiet (P) und dem
abgeschlossenen Gebiet [P], bei dem der Rand mit eingeschlossen ist.

> Flachengrof3en lassen sich addieren, indem man Repra-
sentanten so vereinigt, dass sie keinen inneren Punkt,
aber mindestens eine echte Strecke gemeinsam haben,
damit sich ein abgeschlossenes Polygongebiet ergibt.
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Definition 3.11

Sind [A] und [B] abgeschlossene Polygon-
gebiete mit (A) N (B) = @ und [A] U [B] ein
abgeschlossenes Polygongebiet, das durch
ein einfach zusammenhangendes Polygon
begrenzt ist, dann ist die Grol3e von [A] U [B]
die Summe der Flachengrél3en |A| und [B].

\.

(Definition 3.12

Wenn e die Mal3einheit fir LaAngen ist,
dann ist die Grol3e eines Quadrats der
Seitenlange e die Mal3einheit fur die
Flachengrofen.

Als Symbol flr die Flachengrofie
wird e? verwendet.
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» Bemerkungen

> Das vervielfachen der Mal3einheit entspricht bei der
Flachenmessung genau dem Vorgehen bei der LAngenmessung.
Setzt man mehrere ,Einheitsquadrate“ aneinander, dann ergibt
sich ein Streifen der Breite e.

€ 4%-€2=(4+%+}T)-€2

> Die Mal3zahl der LaAnge des Streifens ist gleich der Anzahl
der in ihm enthaltenen Quadrate.

> Um jedem Polygongebiete eine Mal3zahl zuordnen zu kdnnen,
muss noch gezeigt werden, dass zu jedem einfach zusammen-
hangenden Polygon ein zerlegungsgleicher derartiger Streifen
existiert.
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Messung der FlachengroRe

» Schritte zur Zuordnung einer Mal3zahl zu einem Polygon.

> Jedes einfach zusammenhangende Polygon ist
triangulierbar, d. h. es lasst sich in Dreiecke zerlegen.

> Zu jedem Dreieck gibt es ein zerlegungsgleiches
Parallelogramm, dessen eine Seite eine der Dreiecksseiten ist.

> Zu jedem Parallelogramm gibt es ein zerlegungsgleiches
Rechteck, dessen eine Seite eine der Parallelogrammseiten ist.

> Zu jedem Rechteck gibt es ein zerlegungsgleiches Rechteck,
dessen eine Seite die Lange e besitzt.
» Bemerkung

> Die sich ergebende Zuordnung einer Mal3zahl zu einem Polygon
muss eindeutig sein, also insbesondere unabhangig von der
Zerlegung sein.

> Bel Euklid gibt es hierflr ein Axiom, Hilbert hat einen Weg
aufgezeigt, der ohne ein weiteres Axiom auskommt.
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(Satz 3.10

Zu jedem Dreieck gibt es ein zerlegungsgleiches Parallelogramm,
das mit dem Dreieck in einer wahlbaren Seite Ubereinstimmt.

» Beweisidee C
> Gegeben: ABC
DE Mittelparallele bzgl. AB

>
> P.(DEC) = FEB
>

DEC = FEB A D -
ABFD Parallelogramm (PA)

> ABED und DEC
ergeben ABC

> ABED und FEB A B
ergeben ABFD

> ABC und ABDF zerlegungsgleich. Sie stimmen in [AB] Gberein.

o
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Messung der Flachengrole

(Satz 3.11 3 > 1. Fall: [CD] N [EF] = O
Parallelogramme die in der » ABED ist Teilpolygon
Lange einer Seite und der von ABCD und ABEF.
zggehc‘jrlg_endH('jhle Uberelnl- - » T2(ADF) = BCE

" stimmen sind zerlegungsgleic - > ADF ~ BCE

» Bemerkung > ABCD und ABEF sind
) zerlegungsgleich.
> Der Abstand der Trager-
geraden zweier paralleler F D E C

Seiten eines Parallelo-
gramms wird HOohe genannt.

» Bewelisidee

> Parallelogramme ABCD
und ABEF mit ‘
(AB, CD) = (AB, EF) A o

Geometrie
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Méésung der Flachengrolie

» Beweisidee zu Satz 3.11 (Fortsetzung)
> 2. Fall: [CD]n [EF] =D
» Dreieck ABS mehrfach geeignet an Seitenmitten
punktspiegeln.
» Zerlegung ist aufgrund des Archimedischen Axioms madglich.
» Anwendung des 1. Falls auf die kleinen Restparallelogramme!
» ABCD und ABEF sind zerlegungsgleich.

F E D C.
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Messung der Flachengrole

» Bemerkung

> Da das Rechteck ein spezielles Parallelogramm ist, gibt es zu jedem
Parallelogramm ein zerlegungsgleiches Rechteck, dass in einer
Seitenlange mit dem Parallelogramm Utbereinstimmt.

~N
Satz 3.12 » Beweisidee
Zu jedem Rechteck gibt .D C

es ein zerlegungsgleiches
Rechteck, dessen eine e K
Seite eine vorgegebene )
(von Null verschiedene)

Lange e hat. G - H F
\ Y, \ b [
e \\‘\
A B E
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Erganzungsgleich

KDefinition 3.13

Zwei Polygone P und Q heil3en genau dann
erganzungsgleich, wenn sich zu P und Q je Q ZS

endlich viele, paarweise zerlegungsgleiche
Polygone P, und Q, so hinzunehmen lassen,

g dass die beiden Gesamtpolygone zerlegungsgleich sind. y

» Bemerkung: Man kann zeigen, dass zwei zerlegungsgleiche
Polygone auch erganzungsgleich sind und (mit dem Archimedischen
Axiom) zwei ergdnzungsgleiche Polygone auch zerlegungsgleich sind.

(Satz 3.13 \

Zu jedem einfach zusammenhangenden Polygon gibt es ein
zerlegungsgleiches (erganzungsgleiches) Rechteck, dessen eine
Seite als Lange die Mal3einheit e hat. Die Mal3zahl der Lange der
benachbarten Seite ist dann die Mal3zahl der Flachengrol3e des
Polygongebiets.
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Méssung der Flachengrol3e
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» Bemerkung

> Die Flachenmessung beruht darauf ein Flachenstlck mit
Einheitsquadraten auszulegen und die dazu bendétigte Anzahl

ZU bestimmen.

\.

(Satz 3.14 h

In einem Recht-
eck mit den
Seitenlangen

a und b ist die
Maldzahl seiner
Flachengrol3e
gleich dem
Produkt der Mal3-
zahlen seiner
Seitenlangen.

/
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B,

B, Ei

B
abeR b:\b‘
Idee: Intervall- beﬁ;
schachtelung fur b,

den Flacheninhalt
a, b, A, B, Q"
{a} :n DN [an' An]

{b} :n DN [bn' Bn]

— {ab} :n nN [anbn' Aan]

Jurgen Roth

Geometrie

a; a, /‘/‘a\\Aj\z A,

Az
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_|‘;1“|“” . -

Messung der FlachengroRe
S

» Bemerkungen

> Man rechnet ,4 - (6 cm?)* und nicht ,4 cm - 6 cm®, weil wie in
allen Grol3enbereichen fir die LAngen nur Addition und die auf
die Addition beruhende Vervielfachung definiert ist, nicht aber
die Multiplikation der Grof3en.

> Wegen Satz 3.14 kann man zur Legitimation der Sprechweise,
wonach der Flacheninhalt eines Rechtecks das Produkt der
Seitenlangen ist, eine Multiplikation von Langen als eigenstandige
Operation definieren.

> Dabei wird aber zwei Langen eine Flachengrof3e als Produkt
zugeordnet. Die so definierte Verknipfung ist also keine innere
Verknupfung!

f ik

Definition 3.14

Das Produkt zweier Langen a und b ist der Flacheninhalt eines
Rechtecks mit den Seitenlangenaundb: Ag=a-b

Jurgen Roth Geometrie



Folgerungen

» Bemerkung

> Nach Satz 3.11 sind Parallelogramme die in der Lange einer Seite
g und der zugehdrigen Hohe h, Ubereinstimmen zerlegungsgleich.

> Folglich ist jedes Parallelogramm zerlegungsgleich zu einem
Rechteck mit den Seitenlangen g und h,. Mit Satz 3.14 folgt
daraus fur den Flacheninhalt eines Parallelogrammes:

AParaIIeIogramm =0- hg

S E
Definition 3.15 C
In einem Dreieck ABC ist der Abstand
des der Seite ¢ gegenuberliegenden h
Eckpunkts C von (der Tragergeraden ¢
AB) der Seite c die zur Dreiecksseite - L\
_ cgehorende Hohe h.. A ¢ D B )

Jurgen Roth Geometrie



Folgerungen

(Satz 3.15 h
Ist g die Lange einer Dreiecksseite (gewahlte Grundseite) und h, die
zugehdorige Hohe, dann gilt fir den Flacheninhalts des Dreiecks:

A=%-g-h
\ ’ X y,

» Bemerkungen
> Ubungsaufgabe (vgl. Satz 3.10)

(Satz 3.16 \

Ist ABCD ein Trapez mit ,parallelen Seiten“ [AB] und [CD] mit
a = |AB| und c = |CD| sowie der H6he h (Abstand der Tragergeraden
der ,parallelen Seiten"), dann gilt fir den Flacheninhalt:

\ ATrapezzl/z'(a+C)' h )

Jurgen Roth Geometrie



Einige Beweisideen
ZU Satz 3.16




il‘%ll“”” . Ein Bewelis
. ZUu Satz 3.16

» Bewels zu Satz 3.16

> Die Diagonale [AC] zerlegt
das Trapez ABCD in zwel
Dreiecke ABC und CDA.

> Fdr die H6he h des -
Trapezes gilt: h=d(AB, CD)

> Die HOhe des Dreiecks ABC
bzgl. der Grundseite [AB] ist

Mit Satz 3.15 folgt:
> Apgc=Y2-|AB| - h

h, weil der dritte Eckpunkt C > Acpa="%2-|CD| - h
auf der zu AB parallelen Mit Definition 3.11 folgt:
Geraden CD liegt, mit Artrapez

d(AB, CD) = h.

_ _ = Apsc + Acpa
> Entsprechend ergibt sich: —1.|AB|-h+%-|CD| - h
Die Hohe des Dreiecks CDA
=1 - (|AB]| + |CD]) - h

bzgl. der Grundseite [CD] ist
h. =¥ -(a+c)-h #

Jurgen Roth Geometrie



» Satzgruppe des Pythagoras

> Bezieht sich auf rechtwinklige Dreiecke.

> Hypotenuse

Dem rechten Winkel gegenuberliegende
Seite des rechtwinkligen Dreiecks

> Katheten

Am rechten Winkel anliegende Seiten.

(Satz 3.17: Satz des Pythagoras

\_ a + b?=c?

Bel jedem rechtwinkligen Dreieck ist die
Summe der Flacheninhalte der Quadrate
Uber den Katheten gleich dem Flachen-
Inhalt des Quadrates Uber der Hypotenuse.

\

»

Jurgen Roth
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“. Beweismoglichkeiten

Satz des Pythagoras

http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras4.html

Kongruenzbeweis
9 () AC H BF = Acgr = Asr

Euklid: G () CLy|BE =A, 5 = Aces
Die Elemente (I1I) Zu zeigen: ABF =CEB
(1) |AB|=|EB| (Hypotenuse c)
(2) |£FBA| = |£ZCBE| (90°+ )
(3) IBF| =|BC]| (Kathete a)
) SWS
— ABF = CEB
= Ausr = Aces

(1, (1, (1)

=a’=c-|LB|] (Kathetensatz 1. Teil)
Analog ergibt sich:
b*=c-|AL| (Kathetensatz 2. Teil)
= a’+b?=c-|L,;B|+c-|AL,]
€9 =c- (LBl +|AL)=c-c=c® #

Jurgen Roth Geometrie


http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras4.html�

Beweismaoglichkeiten

Satz des Pythagoras

http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras5.html

Prinzip der Zerlegungsgleichheit

Stuhl der Braut

Jurgen Roth Geometrie


http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras5.html�

Beweismoglichkeiten

Satz des Pythagoras

http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras6.html

Prinzip der Ergadnzungsgleichheit

Altindischer Erganzungsbeweis

Jurgen Roth Geometrie 3.51


http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagoras6.html�

\.

@atz 3.18: Kathetensatz (Satz des Euklid) \

Bel jedem rechtwinkligen Dreieck hat ein
Kathetenguadrat denselben Flacheninhalt
wie ein Rechteck mit der Hypotenuse und
dem anliegenden Hypotenusenabschnitt

als Seitenlangen.
a?=c-p und b*=c-q

r

\.

(Satz 3.19: Hohensatz

Bel jedem rechtwinkligen Dreieck hat
das Hohenquadrat denselben Flachen-
iInhalt wie ein Rechteck mit den beiden

Hypotenusenabschnitten als Seitenlangen.

h2=p-q

\

»
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Beweisidee zum Kathetensatz

http://www.juergen-roth.de/dynageo/pythagoras/pythagorasl.html

Beweisidee zum Satz 3.18: Kathetensatz

Jurgen Roth Geometrie
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