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Richtungsableitung 

Bemerkung 3.0.1 

Teilaspekte der Differenzierbarkeit von Funktionen Ὢȡᴙ ᴼᴙ 

lassen sich mit den Mitteln analysieren, die aus der Analysis einer 

Variablen zur Verfügung stehen.  

Man wählt dazu eine Richtung ὥ und definiert eine Funktion ὫὬ: 
ὫȡᴙᴼᴙȟὬᵐὫὬ Ὢὼ ὬϽὥȟȣȟὼ ὬϽὥ  

Die Funktion ὫὬ kann, wenn sie differenzierbar ist, nach dem 

Argument Ὤ abgeleitet werden. 

Diese Richtungsableitung kann als Grenzwert geschrieben 

werden: 
‬Ὢ

‬ὥ
ḧÌÉÍ

ᴼ

Ὢὼ ὬϽὥȟȣȟὼ ὬϽὥ Ὢὼȟȣȟὼ

Ὤ
 

Diese Größe lässt sich einfach graphisch deuten: Die Funktion Ὢ 
bildet die Gerade ὼ ᴙϽὥ auf eine Kurve auf der Hyperfläche ab. 

Diese Kurve ist der Graph einer Funktion ᴙᴼᴙ, an die man wie 

gewohnt eine Tangente legen kann.   
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Richtungsableitung 

ὼ
ὼ
Ὢὼ

ὬϽ

ὥ
ὥ
‬Ὢ

‬ὥ

 

Ὢὼ 

Ὢὼ Ὤὥ 

ὼ 

ὥ 



Differentialgeometrie 3.7 Jürgen Roth 

Partielle Ableitung 

Bemerkung 3.0.2 

Besonders praktisch sind die Ableitungen in Richtung der 

Koordinatenachsen, die deshalb einen eigenen Namen haben. 

Definition 3.0.3 

Die partielle Ableitung einer Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ nach einer 

Variablen ὼ im Punkt ὼ ὼȟȣȟὼ  ist: 

Ὢ ὼḳ
‬Ὢ

‬ὼ
ḧ
‬Ὢ

‬Ὡ
ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ ὬϽὩ Ὢὼ

Ὤ
 

Bemerkung 3.0.4: Berechnung der partiellen Ableitung 

Die partielle Ableitung Ὢ ḳ  der Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ nach der 

Variablen ὼ berechnet man, indem man alle anderen Variablen 

konstant hält und Ὢ nach ὼ Ănormalñ, also als Funktion ᴙᴼᴙ 

ableitet. 
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Partielle Ableitung 

Beispiel 3.0.5 

Ὤȡᴙ ᴼᴙȟὼȟώȟᾀ  m
Ὤ ὼȟώȟᾀ ÓÉÎὼώᾀ 

 σώᾀϽÓÉÎὼώᾀϽÃÏÓὼώᾀ 

 σὼᾀϽÓÉÎὼώᾀϽÃÏÓὼώᾀ  

 σὼώϽÓÉÎὼώᾀϽÃÏÓὼώᾀ 

Beispiel 3.0.7 

Ὢȡᴙ ᴼᴙȟὼȟώȟᾀ ᵐὪ ὼȟώȟᾀ ὼ Ὡ  

Ὢ ςὼ  

Ὢ ᾀϽὩ    

Ὢ ώϽὩ   

 

Bemerkung 3.0.6 

Natürlich kann man auch  

partielle Ableitungen höherer 

Ordnung bilden. 

Eine partielle Ableitung zweiter 

Ordnung ist etwa: 

Ὢ ḧ
‬

‬ώ

‬Ὢ

‬ὼ

‬Ὢ

‬ὼ‬ώ
 

  

 

Ὢ ς  

Ὢ π  

Ὢ π  

Ὢ π  

Ὢ ᾀϽὩ   Ὢ   

 Ὡ ώᾀϽὩ   

Ὢ π  

Ὢ   

 Ὡ ώᾀϽὩ   Ὢ ώϽὩ   
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Satz von Schwarz 

Satz 3.0.8: Satz von Schwarz 

Ist eine Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ in einer Umgebung Ὗ von ὼ mindestens ὴ-mal 

partiell differenzierbar und sind alle ὴ-ten partiellen Ableitungen in Ὗ stetig, 

dann ist in ὼ die Differentationsreihenfolge in allen ή-ten partiellen 

Ableitungen mit ή ὴ unerheblich. 

Bemerkung 3.0.9: Kurz: Ὢᶰὅ Ὗ ᵼ 

Definition 3.0.10 

Eine Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ ist dann im Punkt ὼ ὼȟȣȟὼ  

differenzierbar, wenn es einen Vektor ὥ gibt, sodass man sie in der Form 
Ὢὼ Ὢ ὼȟȣȟὼ Ὢὼ ὥϽὼ ὼ Ὑὼ 

schreiben kann und der Fehler Ὑὼ von  

höherer als erster Ordnung verschwindet: 

Die Funktion Ὢ heißt differenzierbar in ὄṖᴙ , wenn sie in jedem Punkt 

ὴɴ ὄ differenzierbar ist.  

 

Alle partiellen Ableitungen bis zur 

pīten Ordnung sind vertauschbar.
 

ÌÉÍ
ᴼ

π  



Differentialgeometrie 3.10 Jürgen Roth 

Gradient 

Definition 3.0.11 

Der Gradient einer im Punkt ὴ  
partiell differenzierbaren Funktion  

Ὢȡᴙ ᴼᴙ ist der Vektor der  

partiellen Ableitungen in diesem  

Punkt: 

Bemerkung 3.0.12 

Oft kann man den Gradienten allgemein, also ohne Bezug auf 

einen bestimmten Punkt berechnen. Dann lässt man die 

Kennzeichnung ȿ weg und schreibt einfach ÇÒÁÄ Ὢ. 

Das zu ÇÒÁÄ alternative Zeichen ​ wird ĂNablañ gesprochen. 

Mit dem Gradient lässt sich die lineare Approximation 

differenzierbarer Funktionen Ὢ schreiben als: 

Ὢὼ Ὢὴ ÇÒÁÄ Ὢ Ͻὼ ὴ Ὑὼ 

​Ὢ ḳÇÒÁÄ Ὢ ḧ

‬Ὢ

‬ὼ

ể
‬Ὢ

‬ὼ
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Gradient 

Beispiel 3.0.13 

Ὢȡᴙ ᴼᴙȟὼȟώȟᾀ ᵐὪ ὼȟώȟᾀ ὼϽὩϽ  

Ὢ ὼȟώȟᾀ ςὼϽὩϽ  

Ὢ ὼȟώȟᾀ ὼϽÓÉÎᾀϽὩϽ  

Ὢ ὼȟώȟᾀ ὼώϽÃÏÓᾀϽὩϽ  

ÇÒÁÄ Ὢ

ςὼϽὩϽ

ὼϽÓÉÎᾀϽὩϽ

ὼώϽÃÏÓᾀϽὩϽ
 

Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten 

Für eine differenzierbare Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ gilt für die 

Richtungsableitung in eine beliebige Richtung ὥ: 

   ὥϽÇÒÁÄ Ὢȿ  (*) 
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Gradient 

Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten (Fortsetzung 1) 

Aus (*) folgt mit der Cachy-Schwarzóschen Ungleichung: 

   ὥ ϽÇÒÁÄ Ὢȿ ÇÒÁÄ Ὢȿ   

 da ὥ ein Einheitsvektor ist.  

Der Betrag der Änderung von Ὢ kann also nie größer sein als 

die Norm des Gradienten. 

Anders formuliert gilt also: Die Norm des Gradienten gibt das 

Ausmaß der maximalen Änderung von Ὢ im Punkt ὴ an. 

Für eine differenzierbare Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ mit ÇÒÁÄ Ὢ π gibt 

der Vektor Ὡḧ
 

 
 die Richtung des steilsten Anstiegs von Ὢ 

an.  

Entsprechend gibt Ὡ die Richtung des steilsten Abfalls an. 

Die Richtungsableitung wird also maximal, wenn man in 

Richtung des Gradienten ableitet. 
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Gradient 

Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten (Fortsetzung 2) 

Der Gradient erfüllt als linearer Differenzialoperator die Produkt 

und Kettenregel. Für Funktionen ὪȟὫȡᴙ ᴼᴙ und Zahlen ‌ȟ‍ᶰᴙ 

gilt: 

ÇÒÁÄ ‌ϽὪ ‍ϽὫ ‌ϽÇÒÁÄ Ὢ ‍ϽÇÒÁÄ Ὣ 

ÇÒÁÄ ὪϽὫ ὫϽÇÒÁÄ Ὢ ὪϽÇÒÁÄ Ὣ 

Für Ὣ π gilt weiter: 

ÇÒÁÄ 
Ὢ

Ὣ

ρ

Ὣ
ϽὫϽÇÒÁÄ Ὢ ὪϽÇÒÁÄ Ὣ 

Für jede (affin) lineare Funktion gilt 

Ὢὼ Ὢὴ ÇÒÁÄ Ὢ Ͻὼ ὴ 

 d. h. Ὑὼḳπ. 
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Jakobi-Matrix 

Bemerkung 3.0.15 

Eine Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ  kann als Vektor aufgefasst werden, 

dessen Komponenten Ὢ ὼȟȣȟὼ  für alle Ὧ ρȟȣȟά Funktionen 

der Bauart Ὢȡᴙ ᴼᴙ sind. 

Um für solche Funktionen die wesentlichen Informationen über die 

lineare Approximation zu erhalten, muss man alle Ὢ nach allen 

Variablen partiell ableiten, wenn diese partiellen Ableitungen 

existieren. 

Die Matrix, die alle diese partiellen Ableitungen an der Stelle ὴ 
enthält ist die sogenannte Jacobi-Matrix: 

ὈὪḳὐ ḳ
ȟȣȟ

ȟȣ
ḧ

ὴ Ễ ὴ

ể Ệ ể

ὴ Ễ ὴ
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Jacobi-Matrix 

Beispiel 3.0.16 

Ὢȡᴙ ᴼᴙȟ ὼȟὼȟὼ ᵐὼ ὼϽὩ   

 ὈὪ ςὼȟὩ ȟὼϽὩ ÇÒÁÄ Ὢ   

 

Ὣȡᴙ ᴼᴙȟὼȟὼ ᵐ

ÓÉÎ ὼὼ

ὼ ὼ
ÃÏÓ ὼ

  

ὈὫ

ὼϽÃÏÓ ὼὼ ὼϽÃÏÓ ὼὼ
ςὼ ςὼ
π ÓÉÎ ὼ

 

Bemerkung 3.0.17 

Wie schon der Gradient für 

Funktionen ᴙ ᴼᴙ existiert 

auch die Jakobi-Matrix bereits, 

wenn die Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ  

partiell differenzierbar ist. 

Wirklich interessant sind hier 

aber nur Funktionen die nicht 

nur partiell differenzierbar, 

sondern differenzierbar sind. 

Auch hier wird in der folgenden 

Definition 3.0.18 wieder über die 

lineare Approximierbarkeit 

argumentiert. Die dort 

auftauchende Matrix ὃ ist 

gerade die Jakobi-Matrix. 
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Differenzierbarkeit von 

Funktionen █ȡᴙ▪ᴼᴙ□  

Definition 3.0.18 

Eine Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ  ist dann im Punkt ὼ ὼȟȣȟὼ  

differenzierbar, wenn es eine ά ὲ-Matrix ὃ gibt, sodass man 

sie in der Form 
Ὢὼ Ὢ ὼȟȣȟὼ Ὢὼ ὃϽὼ ὼ ὶὼ 

schreiben kann und der Fehler ὶὼ von  

höherer als erster Ordnung verschwindet: 

ÌÉÍ
ᴼ

π  

Die Funktion Ὢ heißt differenzierbar in ὄṖᴙ , wenn sie in jedem 

Punkt ὼɴ ὄ differenzierbar ist.  

Bemerkung 3.0.19 

Wenn die Funktion Ὢȡᴙ ᴼᴙ  im Punkt ὼ differenzierbar ist, dann 

gilt: 

ὃḳὈὪ 



Differentialgeometrie 3.17 Jürgen Roth 

3.1 Reguläre Flächen 

 

Kapitel 3: Klassische Flächentheorie 
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Flächen im ᴙ  

Bemerkung 3.1.1 

Flächen im dreidimensionalen Raum sind zweidimensionale 

Objekte, d. h. die Punkte auf einer Fläche können durch zwei 

unabhängige reelle Parameter beschrieben werden. 

Die folgende Definition einer regulären Fläche ist lokal. Im 

Gegensatz zu Kurven, die immer als Ganzes parametrisiert 

wurden, wird bei Flächen nur verlangt, dass jeweils kleine Stücke 

der Fläche durch eine Parametrisierung beschrieben werden 

können. 
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Reguläre Fläche 

Definition 3.1.2 

ὛṒᴙ  heißt reguläre Fläche, wenn es zu jedem Punkt ὴɴ Ὓ eine 

offene Umgebung ὠṒᴙ  von ὴ, sowie eine offene Teilmenge 

ὟṒᴙ  und eine glatte Abbildung ὊȡὟᴼᴙ  gibt, so dass gilt: 

(1)  ὊὟ Ὓ᷊ ὠ und ὊȡὟᴼὛ᷊ ὠ ist ein Homöomorphismus  

 (d.h. Ὂ ist bijektiv und sowohl Ὂ als auch die  

 zugehörige Umkehrabbildung Ὂ  sind stetig). 

(2)  Die Jacobi-Matrix ὈὊ hat für jeden Punkt όᶰὟ  

 den Rang 2. 

Bemerkung 3.1.3 

Bedingung (1) bedeutet, dass die Punkte auf der Fläche Ὓ, die nahe bei ὴ 
liegen, die also auch in ὠ sind, über die Abbildung Ὂ durch zwei Parame-

ter beschrieben werden, nämlich die Koordinaten der Punkte aus ὟṒᴙ . 

Bedingung (2) sorgt dafür, dass die beiden Parameter auch wirklich linear 

unabhängig sind. 
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Reguläre Fläche 
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Lokale Parametrisierung 

Definition 3.1.4 

Die Abbildung ὊȡὟᴼὛ᷊ ὠ aus Definition 3.1.2 bzw. das Tripel 

ὟȟὊȟὠ heißt lokale Parametrisierung von Ὓ um ὴ.  

Die Menge Ὓ᷊ ὠ heißt Koordinatenumgebung von ὴ. 

Die Komponenten ό und ό von ό όȟό  heißen dann auch 

Koordinaten des Punktes ὊόᶰὛ bzgl. der Parametrisierung Ὂ. 

Beispiel 3.1.5: Affine Ebene 

Einfache Beispiele regulärer Flächen sind die affinen Ebenen. Die 

affine Ebene durch den Punkt ὴɴ ᴙ , aufgespannt durch die linear 

unabhängigen Vektoren ὢȟὣᶰᴙ , ist folgende Menge: 

Ὓ ὴ όϽὢ όϽὣȿόȟό ᶰᴙ  

Man kommt hier mit einer einzigen Parametrisierung für den 

ganzen ᴙ  aus. Man kann nämlich setzen:  
ὠḧᴙ , Ὗḧᴙ  und ὊȡὟᴼᴙȟόȟό ᵐὴ όϽὢ όϽὣ 
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ὼ 

Ὢὼȟώ ὼϽώ 

ώ 

ᾀ 

Beispiel: Funktionsgraphen 

Beispiel 3.1.6: Funktionsgraphen 

Sei ὟṒᴙ  offen,  

ὪȡὟᴼᴙ eine  

glatte Funktion 

und Ὓ der Graph von Ὢ. 
Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼȟώ ᶰ5 ᾀ᷈ Ὢὼȟώ  

Auch hier kommt man mit einer einzigen Koordinatenumgebung 

aus, nämlich mit ὠḧᴙ  und ὊȡὟᴼᴙȟὼȟώ ᵐ ὼȟώȟὪὼȟώ . 

Offensichtlich gilt Bedingung (1) von Definition 3.1.2: 

ὊὟ Ὓ Ὓ᷊ ὠ, Ὂ ist glatt 

Die Umkehrabbildung Ὂ ȡὛO ὟȟὼȟώȟὪὼȟώ ᵐ ὼȟώ  ist stetig. 

ὊȡὟᴼὛ ist ein Homöomorphismus. 

Bedingung (2), dass die Jacobi-Matrix  

Ὀ ȟὊ für jedes ὼȟώ ᶰὟ maximalen  

Rang hat ist ebenfalls erfüllt.   

Ὀ ȟὊ

ρ π
π ρ

‬Ὢ

‬ὼ
ὼȟώ

‬Ὢ

‬ώ
ὼȟώ
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Beispiel: Sphäre 

Beispiel 3.1.7: Sphäre 

Die Sphäre ist gegeben durch:  

Ὓ
ὼ
ώ
ᾀ
ᶰᴙ ὼ ώ ᾀ ρ  

Hier kommt man nicht mehr mit  

einer Koordinatenumgebung aus.  

Es werden hier sogar sechs Koordinaten- 

umgebungen verwendet, um die Sphäre zu überdecken. Es  

handelt sich dabei (vgl. die Abbildung) jeweils um eine ĂHalbkugelschaleñ. 

Erste Umgebung: ὠḧὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿᾀ π 

Ὓ᷊ὠ  ist dann der Graph der Funktion  

Ὢὼȟώ ρ ὼ ώ  mit ὼ ώ ρ. 

Ὗḧ ὼȟώ ᶰᴙȿὼ ώ ρ 

ὊȡὟᴼᴙȟὼȟώ ᵐ ὼȟώȟρ ὼ ώ   

ὟȟὊȟὠ  ist eine lokale Parametrisierung der Punkte aus Ὓ᷊ὠ . 

 

Ὂ Ὗ Ὓ᷊ὠ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  
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Beispiel: Sphäre 

Beispiel 3.1.7: Sphäre (Fortsetzung 1) 

Zweite Umgebung:  

ὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿᾀ π  

Ὓ᷊ὠ  ist Graph der Funktion  

Ὢὼȟώ ρ ὼ ώ . 

Ὗḧ ὼȟώ ᶰᴙȿὼ ώ ρ 

ὊȡὟᴼᴙȟὼȟώ ᵐ ὼȟώȟ ρ ὼ ώ   

ὟȟὊȟὠ  ist eine lokale Parametrisierung der Punkte aus Ὓ᷊ὠ . 

Es fehlen noch die Punkte ὴɴ Ὓ mit ᾀ-Koordinate π. Diese kann man 

erhalten, wenn man die Rolle der ᾀ-Koordinate mit der der ὼ-Koordinate 

bzw. der ώ-Koordinate vertauscht. Man erhält dann: 

ὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ π und ὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ π mit 

ὊȡὟᴼᴙȟώȟᾀ ᵐ ρ ώ ᾀ ȟώȟᾀ  

ὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿώ π und ὠ ḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿώ π mit 

ὊȡὟᴼᴙȟὼȟᾀ ᵐ ὼȟ ρ ὼ ᾀ ȟᾀ  

Ὂ Ὗ Ὓ᷊ὠ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  
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Beispiel: Sphäre 

Beispiel 3.1.7: Sphäre (Fortsetzung 2) 

Es gilt: 

ᶪ Ὂ Ὗ Ὓ᷊ὠ   

Ὂ  sind lokale  

Parametrisierungen. 

Jeder Punkt ὴɴ Ὓ liegt in  

mindestens einer der Mengen 

Ὂ Ὗ . 

Wie in Beispiel 3.1.6 zeigt man, dass Ὓ eine reguläre Fläche ist. 

Ὓ wurde hier mit φ Koordinatenumgebungen überdeckt. Bei 

Verwendung geeigneter lokaler Parametrisierungen kommt man 

mit zwei Koordinatenumgebungen aus. 

 

Ὂ Ὗ Ὓ᷊ὠ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  Ὂ Ὗ  

Ὂ Ὗ  
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Beispiel: Sphäre 

Beispiel 3.1.7: Sphäre (Fortsetzung 3) 

Für viele Anwendungen ist es besser, Parametrisierungen der Sphäre Ὓ 

auf die geographischen Koordinaten von Ὓ zu beziehen. 

Es gilt: 

Ὗ —ȟ• ᶰᴙȿπ — “᷈ π • ς“ 

ὊȡὟᴼᴙȟ
—
•
ᵐ
ÓÉÎ—ÃÏÓ•
ÓÉÎ—ÓÉÎ•
ÃÏÓ—

  

— wird geographische Breite     und  

• geographische Länge     genannt. 

Ὂ Ὗ  lässt nur einen Halbkreis ὑ von Ὓ  

(einschließlich der beiden Pole) aus, nämlich 

ὑ ὼȟώȟᾀ ᶰὛȿώ π᷈ ὼ π. 

Vertauscht man die Rollen von — und • dann erhält man eine zweite 

Koordinatenumgebung Ὂ die zusammen mit Ὂ die Sphäre Ὓ vollständig 

überdeckt. 

http://de.wikipedia.org/wiki/Geografische_Breite
http://de.wikipedia.org/wiki/Geografische_Länge
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Bemerkung 3.1.8 

Das Finden von lokalen Parametrisierungen kann sehr mühsam 

sein. Es ist deshalb hilfreich, wenn man für die Entscheidung, ob 

eine Teilmenge ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche ist, weitere Kriterien 

zur Verfügung hat. 

Oft ist die Menge Ὓ wie folgt über eine implizite Gleichung definiert 

Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὪὼȟώȟᾀ π. Das Kriterium in Satz 3.1.9 

besagt: Wenn der Gradient von Ὢ für keinen Punkt von Ὓ gleich 

Null ist, dann ist Ὓ eine reguläre Fläche. 

Satz 3.1.9: Regularitätskriterium für Flächen 

Es sei ὠṒᴙ  offen, Ὢȡὠᴼᴙ eine glatte Funktion und  

Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰὠȿὪὼȟώȟᾀ π. Wenn gilt 

ᶪᶰ   ÇÒÁÄ Ὢὴ πȟπȟπ   

 dann ist Ὓ eine reguläre Fläche. 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Beispiel 3.1.10: Ellipsoid 

Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙ ρ  

mit ὥȟὦȟὧɴ ᴙ͵ π ist ein Ellipsoid. 

Mit ὠḧᴙ  und Ὢȡᴙ ᴼᴙ,  

ὼȟώȟᾀ ᵐ ρ  

lässt sich Ὓ schreiben als 

Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὪὼȟώȟᾀ π . 

Um das Regularitätskriterium aus Satz 3.1.9 anwenden zu können, 

muss der Gradient bestimmt werden: 

ÇÒÁÄ Ὢὼȟώȟᾀ
ςὼ

ὥ
ȟ
ςώ

ὦ
ȟ
ςᾀ

ὧ
 

Der Gradient nimmt nur im Punkt ὴ πȟπȟπ  den Wert Null an. 

Da ὴᶱὛ (wegen Ὢπȟπȟπ π), ist Ὓ eine reguläre Fläche. 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Bemerkung 3.1.11 

Wenn Ὓ in der Form Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὪὼȟώȟᾀ π gegeben 

ist, dann ist ᶪᶰ   ÇÒÁÄ Ὢὴ πȟπȟπ  eine hinreichende aber 

keine notwendige Bedingung dafür, dass Ὓ regulär ist. 

Man kann die Sphäre z. B. auch als Nullstellengebilde der 

Funktion Ὢὼȟώȟᾀ ὼ ώ ᾀ ρ  schreiben: 

Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ρ π 

Für den Gradienten von Ὢ gilt: 

ÇÒÁÄ Ὢὼȟώȟᾀ ςϽὼ ώ ᾀ ρϽ
ςὼ
ςώ
ςᾀ

 

Hier nimmt ÇÒÁÄ Ὢ sogar für alle ὴɴ Ὓ den Wert πȟπȟπ  an. 

Trotzdem ist die Sphäre Ὓ eine reguläre Fläche, die 

beschreibende Funktion Ὢ war nur ungeschickt gewählt. 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Aufgaben 3.1.12 

Zeigen Sie: Wenn ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche und ὡṒᴙ  offen 

ist, dann ist auch ὡ᷊Ὓ eine reguläre Fläche. 

Die Eigenschaft Ăregulªre Flªcheñ ist eine lokale Eigenschaft. 

Zu zeigen ist also: Wenn es für jeden Punkt ὴɴ ὛṒᴙ  in ᴙ  eine 

offenen Umgebung ὠ von ὴ gibt, so dass ὠ᷊Ὓ eine reguläre 

Fläche ist, dann ist auch Ὓ selbst eine reguläre Fläche. 

Lösungshinweise: Bär (2010, S. 299), Aufgaben 3.2 und 3.3 

Beispiel 3.1.13: Doppelkegel 

Ist der Doppelkegel  

Ὓ
ὼ
ώ
ᾀ
ᶰᴙ ὼ ώ ᾀ   

 

ὼ
ώ
ᾀ
ᶰᴙ ὼ ώ ᾀ π  

eine reguläre Fläche? 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung1) 

Idee: Versuch der Anwendung des  

Regularitätskriteriums (Satz 3.1.9) 

ÇÒÁÄ Ὢὼȟώȟᾀ ÇÒÁÄ ὼ ώ ᾀ ςὼȟςώȟςᾀ 

Der Gradient wird nur dann gleich  

πȟπȟπ , wenn ὼȟώȟᾀ πȟπȟπ . 

Schränkt man Ὢ auf die offene Teilmenge  

ὠḧᴙ͵πȟπȟπ   ein, dann kann man  

Satz 3.1.9 anwenden.  

Es ergibt sich: Ὓ᷊ ὠ Ὓ͵ πȟπȟπ   

ist eine reguläre Fläche. 

Ist Ὓ auch bei ὼȟώȟᾀ πȟπȟπ   

eine reguläre Fläche?  

Satz 3.1.9 sagt dazu nichts aus. Ὓ
ὼ
ώ
ᾀ
ᶰᴙ ὼ ώ ᾀ π  

πȟπȟπ  
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung2) 

Annahme: Ὓ ist eine reguläre Fläche. 

Dann gibt es eine lokale Parametrisierung um ὴ πȟπȟπ , d. h. eine 

offene Teilmenge ὠṒᴙ , eine offene Teilmenge ὟṒᴙ  sowie eine 

glatte Abbildung ὊȡὟᴼ6 mit ὊὟ Ὓ᷊ ὠ und ὊȡὟᴼὛ᷊ 6 ist ein 

Homöomorphismus.  

ό ḧὊ πȟπȟπ ᶰὟ 

Da Ὗ eine offene Umgebung von ό ist, existiert  

eine offene Kreisscheibe Ὗ ṒὟ mit Mittelpunkt ό. 

Weil ὊȡὟᴼὛ᷊ 6 ein Homöomorphismus ist,  

ist ὊὟ  eine offene Teilmenge von Ὓ᷊ 6.  

Damit gibt es eine offene Menge ὠṒὠṒᴙ  mit ὊὟᴂ Ὓ᷊ ὠᴂ. 

Da ὠᴂ eine offene Umgebung von πȟπȟπ  ist, sind alle Vektoren, mit 

ausreichend kleiner Länge in ὠ enthalten. Insbesondere liegen auch 

Punkte ὴ ὼȟώȟᾀ  mit ᾀ π und ὴ ὼȟώȟᾀ  mit ᾀ π in 

Ὓ᷊ ὠᴂ. 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung 3) 

Ὂ ‎ʐ 
‎ 
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Regularitätskriterium  

für Flächen 

Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung 4) 

Sei ᶪ  όḧὊ ὴ . 

In der Kreisscheibe Ὗᴂ werden ό und ό durch eine Kurve ‎ 
miteinander verbunden, der nicht durch den Mittelpunkt ό der 

Kreisscheibe verläuft. 

Die Bildkurve Ὂ ‎ʐ muss wegen des  

Zwischenwertsatzes durch den Punkt  

πȟπȟπ Ὂό  verlaufen. 

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,  

dass Ὓ ist eine reguläre Fläche und  

insbesondere Ὂ bijektiv ist. 

Ὓ ist also keine reguläre Fläche 

sondern hat in ὴ πȟπȟπ  eine  

sogenannte Singularität. 

Ὓ
ὼ
ώ
ᾀ
ᶰᴙ ὼ ώ ᾀ π  

πȟπȟπ  



Differentialgeometrie 3.35 Jürgen Roth 

Glatte Abbildungen 

Bemerkung 3.1.14 

Im Folgenden wird die Differenzierbarkeit von Abbildungen untersucht, 

deren Definitions- und/oder Wertebereich in einer regulären Fläche liegen. 

ĂGlattñ bedeutet immer Ăunendlich oft differenzierbarñ. 

Satz 3.1.15 

Wenn  

ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche,  

ὟȟὊȟὠ eine lokale Parametrisierung von Ὓ,  

ὡṒᴙ  eine offenen Menge und  

•ȡὡᴼᴙ  eine Abbildung mit •ὡ ṒὛ᷊ ὠ  

 ist, dann gilt:  

• ist genau dann eine glatte Abbildung,  

wenn Ὂ •ʐȡὡᴼὟṒᴙ  glatt ist. 
Beweis: Vgl.  

Bär (2010), S. 100f 
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Glatte Abbildungen 

Bemerkung 3.1.16 

Bei Fragen zur  

Differenzierbarkeit 

einer Abbildung mit 

Werten in einer regulären 

Fläche Ὓ spielt es nach  

Satz 3.1.15 also keine  

Rolle, ob die Abbildung  

mit Werten in ᴙ  oder  

mittels Koordinaten als  

Abbildung mit Werten  

in ᴙ  betrachtet wird.    
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Glatte Abbildungen 

Satz 3.1.17 

Wenn Ὓ eine reguläre Fläche ist und ὟȟὊȟὠ  sowie ὟȟὊȟὠ  

lokale Parametrisierungen sind, dann ist folgende Abbildung glatt: 

 Ὂ ὊʐȡὊ ὠ᷊ὠ ᴼὊ ὠ᷊ὠ   

 

Beweis: 

Setz man  

ὡ Ὂ ὠ᷊ὠ ,  

• Ὂ und  

ὟȟὊȟὠ ὟȟὊȟὠ   

dann liefert Satz 3.1.15  

direkt die Behauptung. 

          # 
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Glatte Abbildungen 

Beispiel 3.1.18 

Wir betrachten eine solche Parametertransformation im Fall der 

Sphäre Ὓ Ὓ. Wie in Beispiel 3.1.7 ist: 

Ὂ ὊȡὟᴼᴙȟώȟᾀ ᵐ ρ ώ ᾀ ȟώȟᾀ  

Ὂ ὊȡὟᴼᴙȟὼȟᾀ ᵐ ὼȟ ρ ὼ ᾀ ȟᾀ  

Dann ist  ὠ᷊ὠ ὠ ᷊ὠ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ π᷈ ώ π 

 und damit Ὂ ὠ᷊ὠ ώȟᾀ ᶰᴙȿώ ᾀ ρ᷈ ώ π 

 sowie Ὂ ὠ᷊ὠ ὼȟᾀ ᶰᴙȿὼ ᾀ ρ᷈ ὼ π. 

Für Ὂ Ὂʐ ergibt sich: 

 Ὂ Ὂ ώȟᾀ Ὂ ρ ώ ᾀȟώȟᾀ ρ ώ ᾀ
ᾀ

 

Dies ist eine glatte Abbildung. 
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Differenzierbarkeit von 

Abbildungen Ὢ mit █Ṓ╢ 

Satz 3.1.19 

Sei ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche, ὴɴ 3 und ὪȡὛO ᴙ  eine Abbildung. 

Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

(1) Es gibt eine offene Umgebung ὠ von ὴ in ᴙ  und eine 

Fortsetzung Ὢ von Ὢȿ᷊  auf ὠ, die um ὴ glatt ist. 

(2) Es gibt eine lokale Parametrisierung ὟȟὊȟὠ mit ὴɴ ὠ, so dass 

Ὢʐ ὊȡὟᴼᴙ  um Ὂ ὴ glatt ist. 

(3) Für alle lokalen Parametrisierungen ὟȟὊȟὠ mit ὴɴ ὠ ist 

Ὢʐ ὊȡὟᴼᴙ  um Ὂ ὴ glatt. 

Definition 3.1.20 

Gelten die äquivalenten Bedingungen (1) bis (3) aus Satz 3.1.19, 

dann heißt Ὢ glatt nahe ▬. 
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Diffóbarkeit von Abbildungen Ὢ  
mit █Ṓ╢᷈ █Ṓ╢ 

Definition 3.1.21 

Seien ὛȟὛṒᴙ   

reguläre Flächen.  

Ὢ heißt glatt nahe  

▬, wenn es eine  

lokale Parametri- 

sierung ὟȟὊȟὠ   

von Ὓ um ὴ und  

eine lokale Para- 

metrisierung  

ὟȟὊȟὠ  von Ὓ  

um Ὢὴ gibt, so  

dass die Abbildung  

Ὂ Ὢʐʐ &ȡὊ Ὢ ὠ ᷊ὠ ᴼὟ  

nahe ὴ glatt ist. 
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Diffóbarkeit von Abbildungen Ὢ  
mit █Ṓ╢᷈ █Ṓ╢ 

Bemerkung 3.1.22 

Eine Abbildung zwischen zwei regulären Flächen wird also glatt 

genannt, wenn sie ausgedrückt in geeigneten Koordinaten glatt ist. 

Da nach Satz 3.1.17 Parametertransformationen immer glatt (ὅ ) 

sind, ist eine solche Abbildung unabhängig von den gewählten 

Koordinaten glatt. 

Sind neben ὟȟὊȟὠ  auch ὟȟὊȟὠ  lokale Parametrisierungen 

von Ὓ, dann ist mit Ὂ Ὢʐʐ Ὂ auch 

   Ὂ Ὢʐʐ Ὂ Ὂ Ὂʐ Ὂʐ Ὢʐʐ Ὂ Ὂʐ Ὂʐ  

 eine glatte Abbildung. 

Diese Bemerkung ist sehr hilfreich, weil sie bedeutet, dass man 

die Differenzierbarkeit einer Abbildung Ὢ in möglichst geschickt 

gewählten Koordinaten überprüfen kann. 
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Diffeomorphismus 

Definition 3.1.23 

Die Abbildung  ὪȡὛᴼ3 einer regulären Fläche ὛṒᴙ  auf eine 

reguläre Fläche ὛṒᴙ  heißt Diffeomorphismus, wenn Ὢ bijektiv 

ist und sowohl Ὢ als auch Ὢ  glatt sind. 

Existiert ein solcher Diffeomorphismus ὪȡὛᴼ3, dann heißen die 

regulären Flächen Ὓ und Ὓ diffeomorph. 

Beispiel 3.1.24 

Das Ellipsoid Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙ ρ mit ὥȟὦȟὧ π 

und die Sphäre Ὓ Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ρ sind 

diffeomorph. 

Als Diffeomorphismus lässt sich z. B. folgende Abbildung 

verwenden. 

ὪȡὛᴼὛȟὼȟώȟᾀ ᵐ
ὼ

ὥ
ȟ
ώ

ὦ
ȟ
ᾀ

ὧ
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Diffeomorphismus 

Beispiel 3.1.24 

Ὓ ὼȟώȟ•ὼȟώ ᶰᴙȿὼȟώ ᶰὟṒᴙ  ist  

der Graph einer glatten Funktion •ȡὟᴼᴙ. 

Ὓ Ὗ πṒᴙ  ist das Ebenenstück Ὗ  

aufgefasst als Fläche im ᴙ . 

Ὓ und Ὓ sind diffeomorph über folgenden Diffeomorphismus: 

 

ὪȡὛᴼ3ȟ
ὼ
ώ
ᾀ
ᵐ
ὼ
ώ
π

 

 

Ὢ ȡὛᴼὛȟ
ὼ
ώ
π
ᵐ

ὼ
ώ

•ὼȟώ
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3.2 Die Tangentialebene 

 

Kapitel 3: Klassische Flächentheorie 
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Reguläre Flächen durch  

Ebenen annähern  

Bemerkung 3.2.1 

Die einfachsten regulären Flächen sind die Ebenen,  

wie auch die einfachsten Kurven die Geraden sind. 

Im Folgenden sollen zum Teil komplizierte reguläre  

Flächen durch Ebenen angenähert werden. 

Für eine glatte Abbildung ὊȡὟᴼᴙ  einer offenen  

Teilmenge Ὗ des ᴙ  in den ᴙ  ist die Abbildung  

ᴙ ᴼᴙ ȟὼm Ὂὴ ὈὊὼ ὴ 

  die erste (die affin-lineare) Näherung von Ὂ im Punkt ὴ. 

Was ist das geometrische Äquivalent zu ὈὊ für  

eine reguläre Fläche? 
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Tangentialebene 

Definition 3.2.2 

Wenn ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche ist und ὴɴ Ὓ, dann heißt 

ὝὛ ὢᶰᴙȿɱ  ɱ ȡ ȟᴼ  ‎π ὴ᷈ ‎π ὢ 

 die Tangentialebene von Ὓ in ὴ. 

Die Elemente der Tangentialebene heißen Tangentialvektoren. 

Bemerkung 3.2.3 

Aus der Definition wird zunächst  

noch nicht deutlich, dass ὝὛ  

tatsächlich eine Ebene ist. 

Im Satz 3.2.4 wird die Tangential- 

ebene mit lokalen Parametrisie- 

rungen beschrieben. 

ὝὛ 

ὴ ὢ ‎π 

‎ὸ 
Ὓ 
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Tangentialebene beschrieben 

über lokale Parametrisierung 

Satz 3.2.4 

Wenn ὛṒᴙ  eine reguläre Fläche, ὴɴ Ὓ und ὟȟὊȟὠ eine lokale 

Parametrisierung von Ὓ um ὴ ist, dann gilt mit ό ḧὊ ὴᶰὟ: 

 ὝὛ "ÉÌÄ Ὀ Ὂ Ὀ Ὂᴙ   

Beweis 

a) Zu zeigen: ὝὛṓ"ÉÌÄ Ὀ Ὂ  

Sei ὢᶰ"ÉÌÄ Ὀ Ὂ , dann gilt  ᶬ ᴙɴ ὢ Ὀ Ὂὣ 

Sei ‎ὸḧὊό ὸϽὣ, dann gilt ᶬ  ᶅ  ό ὸϽὣᶰὟ 

‎ ist also auf ‐ȟ‐ definiert. 

Es folgt: ‎π Ὂό ὊὊ ὴ ὴ 

 und   ‎π Ὂό ὸϽὣ Ὀ Ὂὣ ὢ 

Also ist ὢᶰὝὛ. 
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Tangentialebene beschrieben 

über lokale Parametrisierung 

Beweis zu Satz 3.2.4 (Fortsetzung) 

b) Zu zeigen: ὝὛṒ"ÉÌÄ Ὀ Ὂ  

Sei ὢᶰὝὛ, dann gilt ᶬȡ ȟᴼ ȟ  ‎π ὴ᷈ ‎π ὢ 

Nachdem man ‐ evtl. verkleinert hat, verläuft ‎ ganz in ὠ. 

Nach Satz 3.1.15 ist  

•ḧὊ ‎ʐȡ ‐ȟ‐ᴼὟ 

 eine glatte (ebene) parametrisierte Kurve. 

Mit ὣḧ•πᶰᴙ  gilt dann: 

 Ὀ Ὂὣ Ὂ •ʐ Ὂ Ὂʐ ‎ʐ ὢ  

Also ist ὢᶰ"ÉÌÄ Ὀ Ὂ . # 

Satz 3.2.5 

ὝὛṒᴙ  bildet einen zweidimensionalen Untervektorraum des ᴙ . 
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Tangentialebene 

Beweis zu Satz 3.2.5 

Die Behauptung folgt direkt aus ὝὛ "ÉÌÄ Ὀ Ὂ Ὀ Ὂᴙ  

(Satz 3.2.4) und 2ÁÎÇ Ὀ Ὂ ς (Definition 3.1.2 (2)).          # 

Bemerkung 3.2.5a 
Wenn eine reguläre Fläche Ὓ wie in Satz 3.1.9 als Nullstellenmenge  

einer glatten Funktion Ὢȡὠᴼᴙ mit ὠṒᴙ  offen gegeben ist, also 

Ὓḧ ὼȟώȟᾀ ᶰὠȿὪὼȟώȟᾀ π, dann kann die Tangentialebene ὝὛ von 

Ὓ in einem Punkt ὴ auch mit Hilfe dieser Funktion Ὢ bestimmt werden. 

Satz 3.2.5b 

Sei ὠṒᴙ  offen, Ὢȡὠᴼᴙ eine glatte Funktion und  

Ὓ Ὢ πṒᴙ  eine reguläre Fläche. Wenn gilt  

   ᶪᶰ ÇÒÁÄ Ὢὴ π,  

dann steht für ὴɴ Ὓ der Gradient von Ὢ senkrecht  

auf der Tangentialebene. 

ὝὛ ÇÒÁÄ Ὢὴ  
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Tangentialebene 

Beweis zu Satz 3.2.5b 

Sei ὢᶰὝὛ und ‎ eine glatte parametrisierte Kurve ‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ mit 

‎π ὴ und ‎π ὢ. Da ‎ in Ὓ verläuft, gilt: 

ᶪᶰ ȟ Ὢʐ ‎ ὸ π 

Differenzieren nach ὸ liefert: 

π
Ὠ

Ὠὸ
Ὢʐ ‎ ÇÒÁÄ Ὢ‎π ȟ‎π ÇÒÁÄ Ὢ‎π ȟὢ 

Da für alle ὢᶰὝὛ das Skalarprodukt von ÇÒÁÄ Ὢ‎π  und ὢ gleich Null 

ist, stehen alle Vektoren ὢᶰὝὛ senkrecht auf ÇÒÁÄ Ὢὴ, es gilt also 

ὝὛṒÇÒÁÄ Ὢὴ . 

Da sowohl ὝὛ als auch ÇÒÁÄ Ὢὴ   

Untervektorräume des ᴙ  sind und  

beide die Dimension 2 haben, folgt:  

  ὝὛ ÇÒÁÄ Ὢὴ   

Die Tangentialebene ὝὛ im Punkt ὴ an die reguläre Fläche Ὓ ist also das 

orthogonale Komplement des Gradienten von Ὢ an der Stelle ὴ.            # 

Definition: 

Für einen Untervektorraum ὠṒᴙ  

ist das orthogonale Komplement 

ὠ  definiert durch: 

ὠ ḧ ὼɴ ᴙ ȿᶅ ᶰ ὼȟώ π 
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╢ 

▬ 

╣▬╢ 

Tangentialebene 

Beispiel 3.2.6 

Die Sphäre wird  

beschrieben durch 

Ὓ Ὢ π, mit 

Ὢὼȟώȟᾀ ὼ ώ ᾀ ρ. 

Aus  

       ÇÒÁÄ Ὢὼȟώȟᾀ  
                   ςϽὼȟώȟᾀ   

folgt: 

Die Tangentialebene ὝὛ  

im Punkt ὴ der Sphäre Ὓ 

ist das orthogonale  

Komplement des  

Fußpunktvektors ὴ. 
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Differential ▀▬█ 

Bemerkung 3.2.7 

Die linearen Approximationen  

von glatten Abbildungen die auf offenen Teilmengen  

des ᴙ  definiert sind und 

von regulären Flächen über ihre Tangentialebenen 

  lassen sich kombinieren zum Konzept linearer Approximationen 

 von glatten Abbildungen, die auf regulären Flächen definiert sind. 

Die letzte lineare Approximation wird Differential genannt. 

Definition 3.2.8 

Seien ὛȟὛṒᴙ  reguläre Flächen, ὪȡὛᴼὛ eine glatte 

Abbildung, ὴɴ Ὓ und ‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ eine glatte parametrisierte 

Kurve mit ‎π ὴ und ‎π ὢ, dann heißt die Abbildung 

ὨὪȡὝὛᴼὝ ὛȟὢᵐὨὪὢ ḧ Ὢʐ ‎ ᶰὝ Ὓ  

  das Differential ▀▬█ von Ὢ in ὴȢ 
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Differential ▀▬█ 

Satz 3.2.9 

Das Differential ὨὪ ist wohldefiniert, d. h. ὨὪὢ hängt nicht  

von der speziellen Wahl der Kurve ‎ sondern nur von ὢ ab. 

Das Differential ὨὪ ist linear. 

Beweis 

Zunächst wir ὨὪ mit Hilfe von lokalen Parametrisierungen ausgedrückt. 

ὟȟὊȟὠ  ist eine lokale Parametrisierung von Ὓ um ὴ und  

ὟȟὊȟὠ  ist eine lokale Parametrisierung von Ὓ um Ὢὴ. 

Ggf. nach Verkleinerung von Ὗ und ὠ gilt: ὪὛ᷊ ὠ Ṓὠ 

Wir definieren: 

ὪḧὊ Ὢʐʐ ὊȡὟ ᴼὟ  

ό ḧὊ ὴᶰὟ 

‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ ist glatte param. Kurve mit ‎π ὴ und ‎π ὢ 

όḧὊ ‎ʐȡ ‐ȟ‐ᴼὟ 
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Differential ▀▬█ 

Beweis zu Satz 3.2.9 (Fortsetzung) 

Ὀ Ὂ όπ  Ὂ όʐ  

 Ὂ Ὂʐ ‎ʐ  

 ‎π ὢ  

Nun kann ὨὪὢ  berechnet werden: 

 ὨὪὢ Ὢʐ ‎  

 Ὂ Ὢʐʐ ό  

 Ὀ Ὂ Ὢʐ όπ  Ὀ Ὂ ὪʐᶼὈ Ὂ ὢ  

Da der letzte Ausdruck die Kurve ‎ nicht mehr enthält, sondern nur  

noch ὢ, ist die Definition unabhängig von der speziellen Wahl von ‎. 

Weil ὨὪ als Verkettung zweier linearer Abbildungen Ὀ Ὂ Ὢʐ  

und Ὀ Ὂ  darstellbar ist, ist die Abbildung ὨὪ selbst linear.           # 

 

ὪḧὊ Ὢʐʐ ὊȡὟ ᴼὟ   

ό ḧὊ ὴᶰὟ  

‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ ist glatte param.  

Kurve mit ‎π ὴ und ‎π ὢ 

όḧὊ ‎ʐȡ ‐ȟ‐ᴼὟ  

Ὢʐ Ὂ όʐ   
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Differential ▀▬█ 

Bemerkung 3.2.10  

Im Beweis zu Satz 3.2.9 wurde  

gezeigt, dass das Differential ὨὪ  

mit Hilfe der lokalen Parametrisie- 

rungen ὟȟὊȟὠ  und ὟȟὊȟὠ   

durch die Jacobi-Matrix Ὀ Ὢ  

beschrieben werden kann. 

Beispiel 3.2.11 

ὃȡᴙ ᴼᴙ  ist eine orthogonale lineare Abbildung, d. h. ὃᶰὕσ. 

ὪȡὛ ᴼὛȟὪḧὃȿ  

‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ glatte param. Kurve mit ‎π ὴ᷈ ‎π ὢᶰὝὛ. 

Wegen der Linearität gilt: 

         ὨὪὢ ḧ Ὢʐ ‎ ὃ ‎ʐ ὃᶼ ‎ ὃ‎π ὃὢ  

Also gilt:  ὨὪὢ ὃȿ ȡὝὛ ᴼὝ Ὓ 
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Differential ▀▬█ 

Bemerkung 3.2.12 

Man kann auch für glatte Abbildungen ὪȡὛO ᴙ  (Ὓ ist eine 

reguläre Fläche; ὴɴ Ὓ) das Differential wie folgt definieren: 

ὨὪȡὝὛO ᴙȟὢᵐὨὪὢ ḧ
Ὠ

Ὠὸ
Ὢʐ ‎  

 Dabei ist ‎ȡ ‐ȟ‐ᴼὛ glatte parametrisierte Kurve mit ‎π ὴ 
 und ‎π ὢ. 

Ist der Definitionsbereich eine offene Teilmenge ὟṒᴙ  und 

nimmt ὪȡὟᴼὛ ihre Werte in einer regulären Fläche Ὓ an, dann 

definiert man für ὴɴ Ὗ das Differential wie folgt: 

ὨὪȡᴙ ᴼὝ ὛṒᴙȟὢᵐὨὪὢ ḧὈὪὢ 

 Man kann zeigen, dass ὈὪὢ im Unterraum Ὕ Ὓ liegt. 

In beiden genannten Fällen ist die lineare Abbildung ὨὪ 

wohldefiniert. 
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3.3 Die erste 

 Fundamentalform 

Kapitel 3: Klassische Flächentheorie 
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Erste Fundamentalform 

Bemerkung 3.3.1 

Um auf einer regulären Fläche ὛṒᴙ  z. B. 

Längen von Kurven die in Ὓ verlaufen und 

Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren an die Fläche 

 messen können, benötigt man ein Skalarprodukt. 

Da die Tangentialebene für jeden Punkt ὴɴ Ὓ ein zweidimensionaler 

Untervektorraum des ᴙ  ist, kann man das Standardskalarprodukt ϽȟϽ  

des ᴙ  einfach auf ὝὛ einschränken um das euklidische Skalarprodukt 

auf ὝὛ zu erhalten. 

Definition 3.3.2 

Die Abbildung, die jedem Punkt ὴɴ Ὓ diese Einschränkung 

Ὣ ḧ ϽȟϽȿ  des Standardskalarprodukts zuordnet, heißt  

erste Fundamentalform von Ὓ. 

Mit ὢȟὣᶰὝὛ schreibt man für die erste Fundamentalform auch: 

Ὅὢȟὣ Ὣ ὢȟὣ ὢȟὣ 



Differentialgeometrie 3.59 Jürgen Roth 

Erste Fundamentalform 

Bemerkung 3.3.3 

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass nach der Wahl einer Basis 

ὦȟȣȟὦ  eines Vektorraums, jedes euklidische Skalarprodukt ϽȟϽ auf 

diesem Vektorraum durch eine positiv-definite symmetrische Matrix 

Ὣ
ȟ ȟȣ

 dargestellt werden kann. 

Die Einträge der Matrix sind die Skalarprodukte der Basisvektoren: 

ᶪȟ ȟȣȟ  Ὣ ὦȟὦ  

Wenn die Vektoren bzgl. der Basis die Darstellung ὢ В ὼὦ und 

ὣ В ώὦ besitzen, dann gilt: 

ὢȟὣ ὼὦȟ ώὦ ὼώ ὦȟὦ ὼώὫ  

Mit ὢ ὼȟȣȟὼ  und ὣ ώȟȣȟώ  ergibt sich: 

ὢȟὣ ὼὫώ ὼȟȣȟὼ

Ὣ Ễ Ὣ
ể Ệ ể
Ὣ Ễ Ὣ

ώ
ể
ώ
ᶰᴙ 
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Erste Fundamentalform 

Bemerkung 3.3.3 (Fortsetzung) 

Nach der Wahl einer Basis des Vektorraums ὝὛ kann das Skalarprodukt 

Ὣ  auf ὝὛ durch eine positiv-definite symmetrische Matrix Ὃ dargestellt 

werden. 

Eine Basis von ὝὛ erhält man in der Regel durch eine lokale 

Parametrisierung ὟȟὊȟὠ von Ὓ um ὴ. 

Sind ὩȟὩ die Standardbasisvektoren des ᴙ , dann wird eine Basis von 

ὝὛ von ὈὊὩ ό und ὈὊὩ ό, mit ό Ὂ ὴ gebildet. 

Bzgl. dieser Basis ist die Matrixdarstellung von Ὣ  gegeben durch: 

Ὣ όḧὫ ὈὊὩȟὈὊὩ
‬Ὂ

‬ό
όȟ
‬Ὂ

‬ό
ό  

Die ς ς-Matrix Ὣ ό
ȟ ȟ

Ὣ ό Ὣ ό
Ὣ ό Ὣ ό

 ist also symmetrisch 

und positiv definit. Offensichtlich hängen die Matrixeinträge Ὣ  glatt von ό 

ab, d. h. ὫȡὟᴼᴙ ist für jedes Ὥ und Ὦ eine glatte Funktion. 

ᶪᶰ  ὢὋὢ π Ὃ Ὃ 
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Erste Fundamentalform 

Beispiel 3.3.4: Ebene 

Eine Ebene ὛṒᴙ  kann durch eine affin-lineare Parametrisierung 

mit ὴȟὢȟὣᶰᴙ  beschrieben werden: 

Ὂȡᴙ ᴼᴙȟόȟό ᵐὊόȟό ὴ όϽὢ όϽὣ 

Ὓ ist hier also die von den Vektoren ὢ und ὣ aufgespannte Ebene 

durch den Punkt ὴ. 

Für die erste Fundamentalform ergibt sich bzgl. dieser 

Parametrisierung: 

Ὣ όȟό όȟό ȟ όȟό ὢȟὢ  

Ὣ όȟό όȟό ȟ όȟό ὢȟὣ  

Ὣ όȟό όȟό ȟ όȟό ὣȟὢ  

Ὣ όȟό όȟό ȟ όȟό ὣȟὣ  
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Erste Fundamentalform 

Beispiel 3.3.4: Ebene (Fortsetzung 1) 

Wenn Ὓ die ὼ-ώ-Ebene ist und όȟό  kartesische Koordinaten 

sind, d. h. ὴ πȟὢ Ὡ und ὣ Ὡ, dann wird die erste 

Fundamentalform durch folgende Matrix beschrieben: 

Ὣ ό
ρ π
π ρ

 

Die Funktionen Ὣȡᴙ ᴼᴙ sind in diesem Beispiel konstant. 

Benutzt man jedoch eine andere lokale Parametrisierung für 

dieselbe Fläche, dann ist das in der Regel nicht mehr so. 

Zur Illustration wird die ὼ-ώ-Ebene im ᴙ  mit Polarkoordinaten 

parametrisiert. Die Polarkoordinaten όȟό ὶȟ•  liefern 

folgende lokale Parametrisierung: 

ὊȡπȟЊ πȟς“ᴼᴙȟὶȟ• ᵐὊὶȟ• ὶϽÃÏÓ•ȟὶϽÓÉÎ•ȟπ   

Daraus lässt sich die erste Fundamentalform berechnen: 
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Erste Fundamentalform 

Beispiel 3.3.4: Ebene (Fortsetzung 2)  Ὂὶȟ• ὶϽÃÏÓ•ȟὶϽÓÉÎ•ȟπ  

Ὣ ὶȟ• ὶȟ•ȟ ὶȟ•
ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
π

ȟ
ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
π

 

 ÃÏÓ• ÓÉÎ• ρ  

Ὣ ὶȟ• Ὣ ὶȟ• ὶȟ•ȟ ὶȟ•  

 
ὶϽÓÉÎ•
ὶϽÃÏÓ•
π

ȟ
ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
π

ὶϽ ÓÉÎ•ϽÃÏÓ• ÃÏÓ•ϽÓÉÎ• π  

Ὣ ὶȟ• ὶȟ•ȟ ὶȟ•
ὶϽÓÉÎ•
ὶϽÃÏÓ•
π

ȟ
ὶϽÓÉÎ•
ὶϽÃÏÓ•
π

 

 ὶϽÓÉÎ• ὶϽÃÏÓ• ὶ  

Bzgl. Polarkoordinaten ist die erste Fundamentalform der ὼ-ώ-

Ebene durch folgende Matrix gegeben:  Ὣ ὶȟ•
ρ π
π ὶ
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Erste Fundamentalform 

Bemerkung 3.3.5 

Beispiel 3.3.4 zeigt, dass die Formeln für die erste  

Fundamentalform stark von der Wahl der verwendeten  

lokalen Parametrisierung abhängen. 

Je ungeschickter die Parametrisierungen,  

desto komplizierter werden die Formeln. 

Beispiel 3.3.6: Zylinderfläche 

Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ ώ ρ 

Lokale Parametrisierung:  

Ὂȡπȟς“ ᴙᴼᴙȟ•ȟὬᵐὊ•ȟὬ

ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
Ὤ

 

Bestimmen Sie die erste Fundamentalform  

bzgl. der Koordinaten όȟό •ȟὬ. 
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Erste Fundamentalform 

Beispiel 3.3.6: Zylinderfläche (Fortsetzung) 

Ὣ •ȟὬ •ȟὬȟ •ȟὬ  

 
ÓÉÎ•
ÃÏÓ•
π

ȟ
ÓÉÎ•
ÃÏÓ•
π

ÓÉÎ• ÃÏÓ• ρ  

Ὣ •ȟὬ Ὣ •ȟὬ •ȟὬȟ •ȟὬ  

 
ÓÉÎ•
ÃÏÓ•
π

ȟ
π
π
ρ

π  

Ὣ •ȟὬ •ȟὬȟ •ȟὬ
π
π
ρ
ȟ
π
π
ρ

ρ 

Bzgl. der Koordinaten •ȟὬ hat die erste Fundamental- 

form der Zylinderfläche dieselbe Gestalt wie die der  

Ebene in kartesischen Koordinaten, nämlich: 

Ὂ•ȟὬ

ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
Ὤ

 

Ὣ
ρ π
π ρ
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Erste Fundamentalform 

Beispiel 3.3.7: Sphäre 

Berechnung der ersten Fundamentalform der Sphäre  

  Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ρ  

in Polarkoordinaten όȟό —ȟ•ȡ 

 Ὂȡ ȟ πȟς“ᴼᴙȟ—ȟ• ᵐὊ—ȟ•
ÃÏÓ—ϽÃÏÓ•
ÃÏÓ—ϽÓÉÎ•
ÓÉÎ—

 

Aus  

—ȟ•
ÓÉÎ—ϽÃÏÓ•
ÓÉÎ—ϽÓÉÎ•
ÃÏÓ—

   und   —ȟ•
ÃÏÓ—ϽÓÉÎ•
ÃÏÓ—ϽÃÏÓ•

π

  

ergibt sich: 

 Ὣ —ȟ•
—ȟ•ȟ —ȟ• —ȟ•ȟ —ȟ•

—ȟ•ȟ —ȟ• —ȟ•ȟ —ȟ•

ρ π
π ÃÏÓ—
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Erste Fundamentalform 

Bemerkung 3.3.8: Änderung der lokalen Parametrisierung 

Was passiert mit der ersten Fundamentalform wenn man  

die lokale Parametrisierung der regulären Fläche Ὓ ändert? 

Neben ὟȟὊȟὠ sei ὟȟὊȟὠ  eine weitere lokale Parametrisierung von Ὓ 

und Ὣ  die zugehörige Matrix, die die erste Fundamentalform 

beschreibt. Wenn •ḧὊ Ὂʐ die Parametertransformation zwischen 

diesen beiden Parametrisierungen beschreibt, dann ergibt sich mit Hilfe 

der Kettenregel: 

Ὣ ό όȟ ό Ὅ όȟ ό Ὅ
ᶼ
όȟ

ᶼ
ό   

ὍВ •ό Ͻ όȟВ •ό Ͻ ό   

В ό όϽὍ •ό ȟ •ό   

В ό όϽὫ •ό   

In Matrizenschreibweise ergibt sich: Ὣ ό Ὀ• ϽὫ •ό ϽὈ• 
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Erste Fundamentalform 

Aufgabe 3.3.9 

Berechnen Sie die erste Fundamentalform der Sphäre bzgl. der 

lokalen Parametrisierung ὟȟὊȟὠ  (vgl. Beispiel 3.1.7) mit 

Ὂ ὼȟώ ὼȟώȟρ ὼ ώ . 

Aufgabe 3.3.10 

Berechnen Sie die erste Fundamentalform eines 

Funktionsgraphen der glatten Funktion ὪȡὟṒᴙ ᴼᴙ  bzgl. der 

Parametrisierung ὊȡὟṒᴙ ᴼᴙȟὼȟώ ᵐ ὼȟώȟὪὼȟώ . 

Aufgabe 3.3.11 

Berechnen Sie die erste Fundamentalform des Kegels 

Ὓ ὼȟώȟᾀ ᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ᾀ᷈ π 

  bzgl. folgender Parametrisierung:  

  

 

Ὂȡπȟς“ πȟЊ ᴼᴙȟὊ•ȟὶ ὶϽ
ÃÏÓ•
ÓÉÎ•
ρ

 

Lösungshinweise: 

Bär (2010, S. 299) 
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3.4 Normalenfelder und 

 Orientierbarkeit 

Kapitel 3: Klassische Flächentheorie 
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Normalenfeld 

Definition 3.4.1 

Ein Normalenfeld ὔ auf einer regulären Fläche ὛṒᴙ   

ist eine Abbildung ὔȡὛO ᴙ  mit folgender Eigenschaft:  

ᶪᶰ  ὔὴṶὝὛ    ᵾ   ᶅ ᶰ  ᶅ ᶰ  ὔὴȟὢ π 

Ein Normalenfeld auf Ὓ heißt Einheitsnormalenfeld,  

wenn zusätzlich gilt: 

ᶪᶰ  ὔὴ ρ 

Bemerkung 3.4.2 

Mit ὔ ist auch ὔ ein (Einheits-)Normalenfeld auf Ὓ. 

Stetige Einheitsnormalenfelder kann, muss es aber  

auf einer regulären Fläche nicht geben. 

Beispiel 3.4.3: Ebene 

Für die ὼ-ώ-Ebene Ὓ  ὼȟώȟπ ᶰᴙȿὼȟώᶰᴙ  

ist ὔὼȟώȟπ πȟπȟρ  ein konstantes Einheits- 

normalenfeld auf S. 
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Normalenfeld 

Beispiel 3.4.4: Sphäre 

Für die Sphäre Ὓ Ὓ  
ὼȟώȟᾀᶰᴙȿὼ ώ ᾀ ρ  

ist ὔ ὍὨ ein Einheitsnormalenfeld. 

 

 

 

Beispiel 3.4.5: Zylinderfläche 

Für die Zylinderfläche Ὓ Ὓ ᴙ 
ὼȟώȟᾀᶰᴙȿὼ ώ ρ  

ist durch  ὔὼȟώȟᾀ ὼȟώȟπ   

ein Einheitsnormalenfeld definiert. 

 

ὔὴ ὴ 
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Orientierbarkeit 

Beispiel 3.4.6: Möbiusband 

Das Möbiusband besitzt kein  

stetiges Normalenfeld. 

Dementsprechend hat das  

Möbiusband nur eine Seite. 

Fängt man irgendwo an, das  

Möbiusband einzufärben, so 

stellt man fest, dass das Band 

überall farbig wird. 

Definition 3.4.7 

Eine reguläre Fläche ὛṒᴙ  heißt 

orientierbar, wenn es ein glattes 

Einheitsnormalenfeld auf Ὓ gibt. 

 

http://www.youtube.com/watch?v=4bcm-kPIuHE&NR=1 

http://www.youtube.com/watch?v=4bcm-kPIuHE&NR=1
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Orientierbarkeit 

Bemerkung 3.4.8 

Die Ebene, die Sphäre und der Zylinder sind orientierbar,  

während das Möbiusband nicht orientierbar ist. 

Die wesentliche Bedingung in der Definition 3.4.7 der 

Orientierbarkeit besteht darin, dass das Einheitsnormalenfeld  

glatt ist. 

Irgendein Einheitsnormalenfeld kann man immer finden.  

Man muss nur in jedem Punkt ὴ einer regulären Fläche Ὓ  
einen der beiden Einheitsnormalenvektoren zu ὝὛṒᴙ  

auswählen und ihn mit  ὔὴ bezeichnen. 

In der Regel wird dieses ὔ aber nicht stetig, geschweige  

denn glatt sein. 

Man kann sogar die Bedingung glatt in der Definition durch  

stetig ersetzen, ohne am Konzept der Orientierbarkeit etwas  

zu verändern. 
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Orientierbarkeit 

Bemerkung 3.4.9 

Für das Einheitsnormalenfeld ὔȡὛO 3Ṓᴙ  einer regulären 

Fläche ὛṒᴙ  gilt: ὔ ist genau dann stetig, wenn ὔ glatt ist. 

 

Begründung:  

Wenn ὟȟὊȟὠ eine lokale Parametrisierung von Ὓ ist, dann ist  

    ὔḧ   

  ein glattes Einheitsnormalenfeld auf Ὓ᷊ ὠ. 

Damit ist ὔ ὪϽὔ mit einer Funktion ὪȡὛ᷊ 6ᴼ ρȟρ. 

Eine solche Funktion Ὢ ist genau dann stetig, wenn sie lokal 

konstant ist, also genau dann, wenn sie glatt ist. 
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Orientierbarkeit 

Bemerkung 3.4.10 

Es soll gezeigt werden, dass eine regulär Flächen Ὓ im Kleinen immer 

orientierbar ist. 

Wir betrachten dazu eine lokale Parametrisierung ὟȟὊȠὠ von Ὓ. 

Mit Hilfe des Vektorprodukts erhält man ein Normalenfeld ὔ auf Ὓ᷊ ὠ: 

ὔὴ Ὀ ὊÅ Ὀ ὊὩ  

Da Ὀ Ὂ maximalen Rang hat,  

sind Ὀ ὊÅ  und  Ὀ ὊÅ   

linear unabhängig. Damit folgt:  

ὔὴ πȟπȟπ   

Ein glattes Einheitsnormalenfeld 

(ENF) auf Ὓ᷊ ὠ erhält  

man durch Normierung: 

 

 

Neben ὔὴ ὔὴ ὔὴ  ist auch ὔḧ ὔὴ ὔὴ  ein ENF. 

 

ὔὴḧ
ὔὴ

ὔὴ
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Orientierbarkeit 

Bemerkung 3.4.10 (Fortsetzung 1) 

Führt man diese Konstruktion des Einheitsnormalenfeldes für zwei lokale 

Parametrisierungen ὟȟὊȟὠ  und ὟȟὊȟὠ  durch, dann können die 

zugehörigen Einheitsnormalenvektoren ὔ ὴ und ὔ ὴ in einem Punkt 

ὴɴ Ὓ᷊ ὠ᷊ὠ entweder  

übereinstimmen ὔ ὴ ὔ ὴ oder  

entgegengesetzt orientiert sein  ὔ ὴ ὔ ὴ. 

Dieser Zusammenhang lässt sich über eine Bedingung an die zugehörige 

Parametertransformation •ḧὊ Ὂʐ ausdrücken. 

Wir betrachten ὴɴ Ὓ᷊ ὠ᷊ὠ sowie ᶪ ȟ  όḧὊ ὴ und für alle 

Ὥ ρȟς den zu ὟȟὊȟὠ  gehörigen Einheitsnormalenvektor ὔ ὴ in ὴ. 

Nach Konstruktion bilden Ὀ ὊὩ ȟὈ ὊὩ ȟὔ ὴ  für Ὥ ρȟς jeweils 

eine positiv orientierte Basis des ᴙ . 

ὔ ὴ und ὔ ὴ stimmen also genau dann überein, wenn 

Ὀ Ὂ Ὡ ȟὈ Ὂ Ὡ  und Ὀ Ὂ Ὡ ȟὈ Ὂ Ὡ  auf ὝὛ  

gleich orientiert sind. Andernfalls gilt ὔ ὴ ὔ ὴ. 
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Orientierbarkeit 

Bemerkung 3.4.10 (Fortsetzung 2) 

Folglich gilt ὔ ὴ ὔ ὴ genau dann, wenn • in ό 

orientierungserhaltend ist, d. h. wenn ÄÅÔὈ • π. 

Zusammenfassung: 

ὔ ὴ ὔ ὴᵾ ÄÅÔὈ • π 

ὔ ὴ ὔ ὴᵾ ÄÅÔὈ • π 

Daraus folgt direkt: 

Satz 3.4.11 

Eine reguläre Fläche ὛṒᴙ  ist genau dann orientierbar, wenn Ὓ 
so durch lokale Parametrisierungen überdeckt werden kann, dass 

für alle Parametertransformationen • gilt: 

ÄÅÔὈ• π 

 
























