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Richtungsableitung

» Bemerkung 3.0.1
> Teilaspekte der Differenzierbarkeit von Funktionen "(@fg © 5

lassen sich mit den Mitteln analysieren, die aus der Analysis einer
Variablen zur Verfligung stehen.

Man wabhlt dazu eine Richtung wund definiert eine Funktion "Q"Q:
@ O ahOm "FQ Qo QB h QO

Die Funktion "Q"Q kann, wenn sie differenzierbar ist, nach dem

Argument "Qabgeleitet werden.

Diese Richtungsableitung kann als Grenzwert geschrieben
werden:

! Qh gw QOB "QAd) QB ho

TG o5 Q
Diese Grol3e lasst sich einfach graphisch deuten: Die Funktion "Q
bildet die Gerade w s Jpauf eine Kurve auf der Hyperflache ab.
Diese Kurve ist der Graph einer Funktion 1 © g, an die man wie

gewohnt eine Tangente legen kann.

Jurgen Roth

Differentialgeometrie



T |

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Richtungsableitung

Jurgen Roth Differentialgeometrie



|

@ UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

» Bemerkung 3.0.2

> Besonders praktisch sind die Ableitungen in Richtung der
Koordinatenachsen, die deshalb einen eigenen Namen haben.

Partielle Ableitung

(Definition 3.0.3 A
> Die partielle Ableitung einer Funktion "@g  © g nach einer
Variablen @ im Punkt® (8 ho) ist:
T Q.1 Q B TUN) "Qw
Q K— h — I E
(@) o o 5
\. W,
» Bemerkung 3.0.4: Berechnung der partiellen Ableitung
> Die partielle Ableitung "Q k — der Funktion g © a nach der
Variablen w berechnet man, indem man alle anderen Variablen
konstant halt und 'nach®w Anor mal fi, al g8 sal s

ableitet.
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Partielle Ableitung

» Beispiel 3.0.5 » Bemerkung 3.0.6
> Qg O ahlahud) m > Natirlich kann man auch
AFohiy) ) OEw oA partielle Ableitungen héherer

Ordnung bilden.
> Eine partielle Ableitung zweiter
— 0 WOEfAT dwa Ordnung ist etwa:

— COWEMODT Bbd Qh —C—jz T(M

— CODEMOAT dna

» Beispiel 3.0.7

> '@ O afchuny) ™ "Glehahy) ) @ Q

MM — W Q — Q — T Q — M
Q — a4 Q — 1 Q — a4 Q0 —

Q0 — oX QO — 1 0 — Q@ oqu
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Satz von Schwarz

4 A
Satz 3.0.8: Satz von Schwarz
> Ist eine Funktion "@a © s in einer Umgebung “Yvon wmindestens r}-mal
partiell differenzierbar und sind alle ry-ten partiellen Ableitungen in 7Y stetig,
dann ist in wdie Differentationsreihenfolge in allen r)-ten partiellen
Ableitungen mit; ) unerheblich.

L itung itn  nu | )
_ _ —~ o Al par t iAdll lea rtbuiasg e n
» Bemerkung 3.0.9: Kurz: O Y (pT teOr dnsigertaudch

(Definition 3.0.10 )

> Eine Funktion @ © g istdannim Punkt & (@B ho)
differenzierbar, wenn es einen Vektor wgibt, sodass man sie in der Form
"My "BwBhd) ) W) GA® & Yo
schreiben kann und der Fehler 'Y @ von g
hoherer als erster Ordnung verschwindet: ‘o ||I N
> Die Funktion "Oheif3t differenzierbar in & P & , wenn sie in jedem Punkt
\_ NN o differenzierbar ist. Y.
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(Definition 3.0.11 ‘ o
> Der Gradient einer im Punkt n T—‘Q
partiell differenzierbaren Funktion ) o T (*)A
‘@ © 5 ist der Vektor der Q kGCOAAh | €

partiellen Ableitungen in diesem \TT_Q/
Punkt: @
\ V.

» Bemerkung 3.0.12

> Oft kann man den Gradienten allgemein, also ohne Bezug auf
einen bestimmten Punkt berechnen. Dann lasst man die
Kennzeichnung ¢ weg und schreibt einfach C O Z0A

> Das zu C O Alfernative Zeichen wi rNéblaA gespr oche

> Mit dem Gradient lasst sich die lineare Approximation
differenzierbarer Funktionen "Qschreiben als:

Wy @) COMAI® ) Yo
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» Beispiel 3.0.13
‘@ O ARy ™ g ) o X0

> o) ) ¢ an?
> Q((fef) ) o DEd 00
> Q((efeft) ) waRT X

Gradient

¢ an
> COMA | — w DEJ N0°
®OAT OXN°

» Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten

> Fur eine differenzierbare Funktion "@g © g gilt fir die
Richtungsableitung in eine beliebige Richtung &

—  OTOMA ()
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Gradient

» Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten (Fortsetzung 1)
> Aus (*) folgt mit der Cachy-S ¢ h wa r z Orgleicheng:

— | nardc oA ¢ oA
da wein Einheitsvektor ist.

» Der Betrag der Anderung von "Qkann also nie grofRer sein als
die Norm des Gradienten.

» Anders formuliert gilt also: Die Norm des Gradienten gibt das
Ausmaf der maximalen Anderung von "Qim Punkt 1] an.

> Fur eine differenzierbare Funktion "@g © a mit C O AQA mgibt
der Vektor Qh die Richtung des steilsten Anstiegs von "Q

an.
» Entsprechend gibt Qdie Richtung des steilsten Abfalls an.

» Die Richtungsableitung wird also maximal, wenn man in
Richtung des Gradienten ableitet.
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» Bemerkung 3.0.14: Eigenschaften des Gradienten (Fortsetzung 2)

> Der Gradient erfullt als linearer Differenzialoperator die Produkt
und Kettenregel. FUr Funktionen "®'@g © g und Zahlen| i N 7

gilt:
»PCOARAAOQ 1 IQ | L OAAT I OA
> COAGQ "Q3C O A Q0C O A0A

Gradient

> Flr 'Q mgilt weiter:
. Q p
COA—QA\ 6(IQCCOAQA QOC O AA
> FOr jede (affin) lineare Funktion gilt
Wy @) COAAI® 1)
d. h. Y(w) k 1L
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» Bemerkung 3.0.15

> Eine Funktion "@g © 1 kann als Vektor aufgefasst werden,
dessen Komponenten 'Q @B o furalle 'Q phB i Funktionen
der Bauart 'Qda  © g sind.

> Um fur solche Funktionen die wesentlichen Informationen tber die
lineare Approximation zu erhalten, muss man alle "Q nach allen
Variablen partiell ableiten, wenn diese partiellen Ableitungen
existieren.

> Die Matrix, die alle diese partiellen Ableitungen an der Stelle 1
enthalt ist die sogenannte Jacobi-Matrix:

Jakobi-Matrix

1~ N ’ (ﬁiﬁ) e ~
O kv k—(ﬁs)h e
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Jacobi-Matrix

» Beispiel 3.0.16 » Bemerkung 3.0.17

" O o ﬁ((b o ﬁb) md O > Wie schon der Gradient fur
L e~ o Funktionen g © g existiert
0"Q (cwhQ hw Q2 ) (COAA auch die Jakobi-Matrix bereits,

wenn die Funktion "@s © 4
partiell differenzierbar ist.

o OEd® > Wirklich interessant sind hier
@a % a o)™ [ o aber nur Funktionen die nicht
Al ® nur partiell differenzierbar,
W AT Do o AT dw sondern differenzierbar sind.
0"Q qe QW > Auch hier wird in der folgenden
It OEd Definition 3.0.18 wieder Uber die

lineare Approximierbarkeit
argumentiert. Die dort
auftauchende Matrix 0 ist
gerade die Jakobi-Matrix.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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6efinition 3.0.18

> Eine Funktion™®@s © a istdannim Punkt® (wh8 ho)
differenzierbar, wenn es eine (&  &)-Matrix 0 gibt, sodass man
sie in der Form
W) GwBh) ) Ty 00 @ 1w
schreiben kann und der Fehleri w von
hoherer als erster Ordnung verschwindet:
I E—
o |
> Die Funktion "CheiR3t differenzierbar in 6 P s , wenn sie in jedem
\ Punkt N O differenzierbar ist.

» Bemerkung 3.0.19

> Wenn die Funktion '@ © a im Punkt wdifferenzierbar ist, dann

gilt:
o0k 0O"Q

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 3.1.1

> Flachen im dreidimensionalen Raum sind zweidimensionale
Objekte, d. h. die Punkte auf einer Flache kbnnen durch zwei
unabhangige reelle Parameter beschrieben werden.

> Die folgende Definition einer regularen Flache ist lokal. Im
Gegensatz zu Kurven, die immer als Ganzes parametrisiert
wurden, wird bei Flachen nur verlangt, dass jeweils kleine Stlicke
der Flache durch eine Parametrisierung beschrieben werden
konnen.

Flachen im 4

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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(Definition 3.1.2 \

> YO a heitrequldre Flache, wenn es zu jedem Punkt i ¥ “Yeine
offene Umgebung @O s von 1), sowie eine offene Teilmenge
YO a und eine glatte Abbildung "@[YO a gibt, so dass gilt:
(1) 'FdY) Y wound '@YOC Y wistein Homdomorphismus
(d.h. "Oist bijektiv und sowohl "Oals auch die
zugehorige Umkehrabbildung 'O sind stetig).

(2) Die Jacobi-Matrix ‘O "Ohat fiir jeden Punkt 6 N 7Y

K den Rang 2. )

» Bemerkung 3.1.3

> Bedingung (1) bedeutet, dass die Punkte auf der Flache “Y die nahe bei n
liegen, die also auch in wsind, tber die Abbildung "Odurch zwei Parame-
ter beschrieben werden, namlich die Koordinaten der Punkte aus YO s .

> Bedingung (2) sorgt daftir, dass die beiden Parameter auch wirklich linear
unabhangig sind.

Regulare Flache

Jurgen Roth Differentialgeometrie



T |

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Regulare Flache
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(Definition 3.14

> Die Abbildung ‘YO Y waus Definition 3.1.2 bzw. das Tripel
("HOW) heilt lokale Parametrisierung von “Yum rj.

> Die Menge Y wheilt Koordinatenumgebung von 1.

> Die Komponenten 6 und6 voné (0 o ) heiRen dann auch
Koordinaten des Punktes "Q06) ¥ "Ybzgl. der Parametrisierung "O )

\.

» Beispiel 3.1.5: Affine Ebene

> Einfache Beispiele regularer Flachen sind die affinen Ebenen. Die
affine Ebene durch den Puvnkt NN a , aufgespannt durch die linear
unabhangigen Vektoren whoN 5, ist folgende Menge:
Y {4 6 3o 6 Jxoh Na}
> Man kommt hier mit einer einzigen Parametrisierung fir den

ganzen s aus. Man kann namlich setzen:
wh a ,Yh a und @Yo a o )™M o6 ad 6 I

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Bei‘h'spiel: Funktionsgraphen

» Beispiel 3.1.6: Funktionsgraphen _ Qo) @
> Sei"YOa offen, Qe
"@YO s eine
glatte Funktion
und “Yder Graph von "Q T
YO e o) 5T a0 Q)
> Auch hier kommt man mit einer einzigen Koordinatenumgebung
aus, namlich mit@h s und "Q{YO a hah) ™ (chudiday) .
> Offensichtlich gilt Bedingung (1) von Definition 3.1.2:
QYY) Y Y o "Oist glatt

» Die Umkehrabbildung 'O YO "™(ahci@c)) m (ahwy ist stetig.
» "@fYO "Vist ein Homdomorphismus.
> Bedingung (2), dass die Jacobi-Matrix P s
. T P
Or O |1 1Q
!

O | "Ofur jedes (atu) N “Ymaximalen
Rang hat ist ebenfalls erfllt.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Beispiel: Sphare

» Beispiel 3.1.7: Sphare
> Die Sphare ist gegeben durch:

ClEe
Q

> Hier kommt man nicht mehr mit

einer Koordinatenumgebung aus.
Es werden hier sogar sechs Koordinaten-
umgebungen verwendet, um die Sphare zu tUberdecken. Es
handelt sich dabei (vgl. die Abbild

> Erste Umgebung: wh o h {(chad) v a & 11

» Y w istdann der Graph der Funktion
o) Jp (0 @)mited @ p.

» Yh {(adf) "8 < ® p}

> 0dYo 1 Ko ™ (afuhifp @ ©))

» ("YHO hwo ) ist eine lokale Parametrisierung der Punkte aus Y, ® .

Jurgen Roth
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» Beispiel 3.1.7: Sphare (Fortsetzung 1)
> Zweite Urpgvebung:
@ h {(dhoh) ¥ 5 @ 1
» Y w ist Graph der Funktion
Ay Jp (@ ).
» Yh {(¢dt) Va s ® p}

> OdYo 8 My m (afh Jp (@ ©))
» ("YHO hw ) ist eine lokale Parametrisierung der Punkte aus Y, @ .

> Es fehlen noch die Punkte 0N “Y mit a-Koordinate 1t. Diese kann man
erhalten, wenn man die Rolle der g-Koordinate mit der der axKoordinate
bzw. der wKoordinate vertauscht. Man erhalt dann:

»o h {(¢ithd) " a < mundw h {(chodd) ¥ a9 s 13 mit
odYo a fef) ™ (Vo (@ G)RE)

» o h {(chodd) "a 0 mMundw h {(cheh) ™ a9 g 10 mit
OdYO a Aay) ™ (¢h yp (© &)

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Beispiel 3.1.7: Sphare (Fortsetzung 2)
> Es qilt:
> 0(CY) Y.
» 'O sind lokale
Parametrisierungen.
» Jeder Punktn ™ "Y liegtin
mindestens einer der Mengen
0 (V).
> Wie in Beispiel 3.1.6 zeigt man, dass °Y eine regulare Flache ist.

> Y wurde hier mit ¢ Koordinatenumgebungen tUberdeckt. Beli
Verwendung geeigneter lokaler Parametrisierungen kommt man
mit zwei Koordinatenumgebungen aus.

Beispiel: Sphare

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Beispiel: Sphare

» Beispiel 3.1.7: Sphare (Fortsetzung 3)

>

Fur viele Anwendungen ist es besser, Parametrisierungen der Sphare Y
auf die geographischen Koordinaten von Y zu beziehen.

> Es qilt:
Y (k) vVaT — “"m e Y E
OEJA [ +Q
> 'Od YO o F(j m (C') E1O E%j
Al-O
> - —wird geographische Breite & und

"O "Y lasst nur einen Halbkreis O von Y

 geographische Lange & genannt.

(einschlieB8lich der beiden Pole) aus, namlich
L {(ahuhd) M Ysw T w T

> Vertauscht man die Rollen von —und ¢ dann erhalt man eine zweite

Koordinatenumgebung "O die zusammen mit "O die Sphare Y vollstandig
Uberdeckt.

Jurgen Roth
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» Bemerkung 3.1.8

> Das Finden von lokalen Parametrisierungen kann sehr miihsam
sein. Es ist deshalb hilfreich, wenn man fir die Entscheidung, ob
eine Teilmenge "YO a1 eine reguldre Flache ist, weitere Kriterien
zur Verfligung hat.

> Oft ist die Menge "Ywie folgt Uber eine implizite Gleichung definiert
“Yh {(cduhd) N a S@atuhy) 13. Das Kriterium in Satz 3.1.9
besagt: Wenn der Gradient von "Oftir keinen Punkt von “Ygleich
Null ist, dann ist "Yeine regulare Flache.

( )

Satz 3.1.9: Regqularitatskriterium fur Flachen

> EsseiwOa offen, "@nOC s eine glatte Funktion und
“Yh {(cduhd) N aX'@adhodd) 3. Wenn gilt

| v COA®y) (rimm

L dann ist “Yeine regulére Flache.

Jurgen Roth Differentialgeometrie



i "% Regularitatskriterium

E»*‘/?’UNIVERSITAT i I I
KOBLENZ - LANDAU fur Flachen

» Beispiel 3.1.10: Ellipsoid

>

"Yh {(chih) N s Qo) 5.

Yo @) s — — — pf

N P Ny

mit ¢chohooy A Tt ist ein Ellipsoid.
Mitwoh 5 und’@g © 1,
() m — — — p

lasst sich “Yschreiben als

Um das Regularitatskriterium aus Satz 3.1.9 anwenden zu kdnnen,
muss der Gradient bestimmt werden:

C O AOBFUHG (C—(”Cﬁc—>
W W w

Der Gradient nimmt nur im Punktry  (timd) den Wert Null an.
Dan © "Y(wegen @rimti) 1), ist "Yeine regulédre Flache.

Jurgen Roth
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» Bemerkung 3.1.11

> Wenn “Yin der Form "Yh {(ahod) N a $@ahudd) 11 gegeben
ist, dannist! . C OAWM) (rirtm) eine hinreichende aber
keine notwendige Bedingung daftr, dass “Yregular ist.
> Man kann die Sphére z. B. auch als Nullstellengebilde der
Funktion '@aduhd) (w0 @ & p) schreiben:
Yo {(chiy) VA (o o a p) T
> Fur den Gradienten von "Qqgilt: ‘
N DT VA Y . ’ ’ c I4
COAW ¢Jw w J p)i<c§
C ¢
Hier nimmt C O Adogar fiir alle ¥ “"Yden Wert (tiTim) an.

Trotzdem ist die Sphare Y eine regulare Flache, die
beschreibende Funktion "Qwar nur ungeschickt gewahlt.

v V

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Aufgaben 3.1.12

> Zeigen Sie: Wenn "YO s eine reguléare Flache und & O s offen
ist, dann ist auch w . “Yeine regulare Flache.

> Die Eigenschaft Aregul @re FIl ache
Zu zeigen ist also: Wenn es fir jeden Punkt i~ YO a8 insa  eine
offenen Umgebung wvon 1 gibt, so dass w. “Yeine regulare
Flache ist, dann ist auch “Yselbst eine regulare Flache.

> Losungshinweise: Bar (2010, S. 299), Aufgaben 3.2 und 3.3

» Beispiel 3.1.13: Doppelkegel
> Ist der Doppelkegel

(G e e o
Q!
CEEERE
Q

eine regulére Flache?

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzungl)

> Idee: Versuch der Anwendung des
Regularitatskriteriums (Satz 3.1.9)

> COAWBIt) COAA o ¢) (qéx g

> Der Gradient wird nur dann gleich A
(rimt) |, wenn (adhud) (TiTim) .

> Schrankt man "Qauf die offene Teilmenge
wh a (mimm)  ein, dann kann man
Satz 3.1.9 anwenden.

> Esergibtsich: Y @ Y (Timdm)
ISt eine regulare Flache.

> Ist "Yauch bei (o)  (7dTim)
eine regulare Flache?

> Satz 3.1.9 sagt dazu nichts aus.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung2)

>
>

Annahme: "Yist eine regulare Flache.

Dann gibt es eine lokale Parametrisierung um | (Tt , d. h. eine
offene Teilmenge w O s , eine offene Teilmenge "YO 51 sowie eine
glatte Abbildung "QfYO 6 mit ' @Y Y wund "Q@[YO Y 6 istein
Homdomorphismus.

6 h 'O ((mmm )~ 7Y

Da “Yeine offene Umgebung von o0 ist, existiert

eine offene Kreisscheibe Y O "Ymit Mittelpunkt 6 .

Weil "@[YO Y 6 ein Homdomorphismus ist,

ist "'O°Y eine offene Teilmenge von Y 6.

Damit gibt es eine offene Menge @ O wO 8 mit"'A¥e Y «ee
Da o @ine offene Umgebung von (tiTim) ist, sind alle Vektoren, mit
ausreichend kleiner Lange in w enthalten. Insbesondere liegen auch
Punktern (whohx) mita tmundnn (whohx) mita Tmin
Y wee

Jurgen Roth
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» Beispiel 3.1.13:
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» Beispiel 3.1.13: Doppelkegel (Fortsetzung 4)
> Seil o6 h™O n.
> In der Kreisscheibe "Yagerden 6 und 6 durch eine Kurve |

miteinander verbunden, der nicht durch den Mittelpunkt 6 der
Kreisscheibe verlauft. e

> Die Bildkurve "CA] muss wegen des
Zwischenwertsatzes durch den Punkt
(Tt "O6 verlaufen.

> Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass "Yist eine regulare Flache und
Insbesondere "Obijektiv ist.

> "Vist also keine regulare Flache
sondern hatinrn (tdmn) eine
sogenannte Singularitat.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 3.1.14

> Im Folgenden wird die Differenzierbarkeit von Abbildungen untersucht,
deren Definitions- und/oder Wertebereich in einer regularen Flache liegen.

Glatte Abbildungen

> Klatti bedeutet i mmer Aunendlich oft ¢
\
(Sat23.1.15
> Wenn

» YO s eine reguldre Flache,

> " eine lokale Parametrisierung von Y
»w Oa eine offenen Menge und

>edo O g eine Abbildung mite (0) O°Y

Ist, dann qilt:
> « ist genau dann eine glatte Abbildung, Beweis: Vgl.
L wennO Zegw O YOsa glattist. Bar (2010), S. 100f
/
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Glatte Abbildungen

» Bemerkung 3.1.16
> Bei Fragen zur

Differenzierbarkeit
einer Abbildung mit
Werten in einer regularen
Flache “Yspielt es nach
Satz 3.1.15 also keine
Rolle, ob die Abbildung
mit Werten in a4 oder
mittels Koordinaten als
Abbildung mit Werten
in 4 betrachtet wird.
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Satz 3.1.17

> Wenn “Yeine regulare Flache ist und "YHOho sowie 7Y HOh
lokale Parametrisierungen sind, dann ist folgende Abbildung glatt:

"0 2°0d0 (G, ®)° 0 (@&, ©)

Glatte Abbildungen

» Bewels:

> Setz man
« Ound
(Yo (YHOhw)
dann liefert Satz 3.1.15
direkt die Behauptung.
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» Beispiel 3.1.18

> Wir betrachten eine solche Parametertransformation im Fall der
Sphare Y Y. Wie in Beispiel 3.1.7 ist:

0 "OdYo a K m (Vo (@ & )hsu)
"0 "OqYO s hlahy) ™ (Qﬁ Vo (@ (’.X)Ff?()
> Dann ist . 0 0. 0 {(hhd) vYag9 o ™o T8
unddamit O (@ ®) {(Wh) "9 s a p° w T
sowie O (0w w) {(cd) “a w a p w T
> Fur 'O 270 ergibt sich:

0 (o) O (Vo o o hi) (Jp <&> cix)

Glatte Abbildungen

> Dies ist eine glatte Abbildung.
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-
(Sat23.1.19

Sei"YO s eine reguldre Flache, ¥ 3und "@[YC a eine Abbildung.
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

(1) Es gibt eine offene Umgebung wvon ninsa und eine
Fortsetzung "von "Q  auf w, die um n glatt ist.

(2) Es gibt eine lokale Parametrisierung ("YAQuy) mit N @, so dass
"E'QYO 4 um™O 1 glattist.

(3) Fur alle lokalen Parametrisierungen "™YWQw mit QN wist
"ZQYO 1 um’O R glatt.

\ V.

(Definition 3.1.20 A
> Gelten die aquivalenten Bedingungen (1) bis (3) aus Satz 3.1.19,

. dann heil3t "Qglatt nahe s )
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(Definition 3.1.21

> Seien "YRY O s
regulare Flachen.
"‘Oheildt glatt nahe
= \WENN es eine
lokale Parametri-
sierung ('Y ROhw)
von Y um r} und
eine lokale Para-
metrisierung
("Y FOhw ) von Y
um "Qn gibt, so
dass die Abbildung

O z2°x&dO (Q (W) w)O° 7Y
nahe n glatt ist.

A "ofOF]
Ff‘l(f"l(Vz) An)—

Us
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» Bemerkung 3.1.22

> Eine Abbildung zwischen zwei regularen Flachen wird also glatt
genannt, wenn sie ausgedrtckt in geeigneten Koordinaten glatt ist.

> Da nach Satz 3.1.17 Parametertransformationen immer glatt (0 )
sind, ist eine solche Abbildung unabhangig von den gewahlten
Koordinaten glatt.

> Sind neben ("YROw) auch "YRChw lokale Parametrisierungen
von Y, dannist mit 'O z"(& "0 auch

0 270 :O Z‘“Q ZtiO 2"y, ,‘taio Z‘“Q

eine glatte Abbildung.

> Diese Bemerkung ist sehr hilfreich, weil sie bedeutet, dass man
die Differenzierbarkeit einer Abbildung "Qin moglichst geschickt
gewahlten Koordinaten uberprifen kann.
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Diffeomorphismus

(Definition 3.1.23

> Die Abbildung @Y © 3 einer regularen Flache ™Y Osa aufeine
regulare Flache Y O g1 heil3t Diffeomorphismus, wenn "Cbijektiv
Ist und sowohl "Qals auch "Q glatt sind.

[> Existiert ein solcher Diffeomorphismus "@[Y © 3 , dann heil3en die
reqgularen Flachen "Y und Y diffeomorph.

» Beispiel 3.1.24

> Das Ellipsoid "Y {(dﬁiﬁj() Ng — = — p} mit cfudho T
und die SphareY Y {(¢hoh) Va9 <@ ® &  p}sind
diffeomorph.

> Als Diffeomorphismus lasst sich z. B. folgende Abbildung
verwenden.

ONAN.:

[AY A% O (1Y ™~ Y Y m _ _ :v
QLY © "YR(afuf) (JZ) RS
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» Beispiel 3.1.24
> Y {(chor o) N a (o) N YO s Yist
der Graph einer glatten Funktion « YO .

> Y Y {m} Osa istdas Ebenenstick Y
aufgefasst als Flache im a .

> Y und Y sind diffeomorph tber folgenden Diffeomorphismus:

Q T
) W
Q qY© Yr<:o> m ( w )
Tt o ww

Diffeomorphismus
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MATHEMATIK

Kapitel 3: Klassische Flachentheorie

3.2 Die Tangentialebene
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@ KOBLENZ - LANDAU . Ebenen annahern

» Bemerkung 3.2.1

> Die einfachsten regularen Flachen sind die Ebenen,
wie auch die einfachsten Kurven die Geraden sind.

> Im Folgenden sollen zum Teil komplizierte regulare
Flachen durch Ebenen angenahert werden.

> Fir eine glatte Abbildung "Q@[YC a einer offenen
Teilmenge “Ydes s indena istdie Abbildung
a 04a hom @n) O Ow n
die erste (die affin-lineare) Naherung von "Oim Punkt ).

> Was ist das geometrische Aquivalent zu ‘O "Ofiir
eine regulare Flache?
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(Definition 3.2.2
> Wenn YO a eine regulare Flache ist und i ¥ “Y dann heif3t
YY {dva @ mg o qe T AT @
die Tangentialebene von “Yin 1.
> Die Elemente der Tangentialebene heil3en Tangentialvektoren.

» Bemerkung 3.2.3 Y'Y

> Aus der Definition wird zunachst
noch nicht deutlich, dass "Y'Y

tatsachlich eine Ebene ist.
> Im Satz 3.2.4 wird die Tangential-

ebene mit lokalen Parametrisie-
rungen beschrieben.
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r N

Satz 3.2.4

> Wenn"YO 51 eine regulare Flache, n ¥ "Yund "™ eine lokale
Parametrisierung von “Yum 1} ist, dann gilt mit6 h "O ()~ Y

Y'Y " E{CA'Q 'O "Os

\.
> Beweis
a) Zuzeigen:"Y'Y0 " E[QA™Q
> Sei N " E [QA"Q), dann gilt m., & O "0

»Seir (®h 06 03b,danngilt ™ 1, 6 0o~ Y
[ istalsoauf -h definiert.
» Es folgt: r(m déo) O n) N

und r(m —"do 0Jdv O " o

> Alsoist N Y'Y
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» Beweis zu Satz 3.2.4 (Fortsetzung)
b) Zu zeigen: "Y'YO" E [QA™Q
» Sei ®N "Y'Y dann gilt My rmor M 700 ©
» Nachdem man - evtl. verkleinert hat, verlauftf ganzin cw.

» Nach Satz 3._1.15 ISt
«h O ard( -h)O 7Y

eine glatte (ebene) parametrisierte Kurve.
> Mit oh « ()N a gilt dann:
0 @y —(®e) —(®0O i) — B
> Alsoist N " E (QAO. #

Satz 3.2.5
> "Y'YO a5 bildet einen zweidimensionalen Untervektorraum des s .
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Tangentialebene

» Beweis zu Satz 3.2.5
> Die Behauptung folgt direkt aus “Y'Y " E{CA"Q O "Os
(Satz 3.2.4)und 2 AT(Q@ "9 ¢ (Definition 3.1.2 (2)). #

» Bemerkung 3.2.5a
> Wenn eine regulare Flache "Ywie in Satz 3.1.9 als Nullstellenmenge
einer glatten Funktion "@© s mit @O a offen gegeben ist, also
“Yh {(choh) N oTahoi) 11, dann kann die Tangentialebene “Y"Yvon
“Yin einem Punkt r} auch mit Hilfe dieser Funktion "Qbestimmt werden.

(Satz 3.2.50 A

> SeiwOa offen, @o© s eine glatte Funktion und
Y "Q (m) Osa eineregulare Flache. Wenn gilt
I « COAHy) ™
dann steht fur n N “Yder Gradient von "Qsenkrecht
auf der Tangentialebene.

| Y'Y COAH) ,
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» Beweis zu Satz 3.2.5b

> Sei®N "Y'Yund| eine glatte parametrisierte Kurve ¢ -h) © “Ymit
(M nundf () & Dar in"Yverlauft, gilt:
P my (&M@ m

> Differenzieren nach o liefert:
Q o - o -
1 55"@{’) (COARR(M)A m) (C O AR (m))hD)

> Da fir alle N “Y"Ydas Skalarprodukt von G O ABA (19)) und ¢ gleich Null
ist, stehen alle Vektoren N “Y"Ysenkrecht auf C O A#), es gilt also

“Y'YO C O AWH) .

Tangentialebene

Definition:
> Da sowohl "Y"Yals auch C O ABH) Fur einen Untervektorraum @ O s
Untervektorraume des 1 sind und ist das orthogonale Komplement
beide die Dimension 2 haben, folgt: @ definiertdurch:
VY C O Amh) o h {ova ¢ v Gy
> Die Tangentialebene "Y"Yim Punkt r} an die regulére Flache “Yist also das
orthogonale Komplement des Gradienten von "Qan der Stelle 1. #
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Tangentialebene

» Beispiel 3.2.6

> Die Sphare wird
beschrieben durch
Yo Q (1), mit
Tohohy) & o

> Aus

C O Apdfui)
¢ AGhudn)

a

folgt:

> Die Tangentialebene "YY

Im Punkt r} der Sphare Y
Ist das orthogonale
Komplement des
FuBpunktvektors r).
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» Bemerkung 3.2.7

> Die linearen Approximationen

» von glatten Abbildungen die auf offenen Teilmengen
des a definiert sind und

» von regularen Flachen Uber ihre Tangentialebenen

lassen sich kombinieren zum Konzept linearer Approximationen
von glatten Abbildungen, die auf regularen Flachen definiert sind.

> Die letzte lineare Approximation wird Differential genannt.

Differential ™ |}

(Definition 3.2.8 \

> Seien "YRY O s regulare Flachen, @Y © "Y eine glatte
Abbildung, NN “Yundr d( -h) © “Y eine glatte parametrisierte
Kurve mit7 () nundr (1) &, dann heil3t die Abbildung

QY'Y O Yy YRdm QA h —(&r) N Y)Y

| das Differential ™ _Mvon "Gin /8 |
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Satz 3.2.9

> Das Differential Q "Qist wohldefiniert, d. h. Q "Q& hangt nicht
von der speziellen Wahl der Kurve sondern nur von @ ab.

> Das Differential Q "Qst linear.

Differential ™ |}

\.

» Beweis
> Zunachst wir 'Q "Omit Hilfe von lokalen Parametrisierungen ausgedrickt.

> "YHOhw ist eine lokale Parametrisierung von Y um 1 und
Y HOhw ist eine lokale Parametrisierung von Y um "Qrj .

> Ggf. nach Verkleinerung von Y und @ gilt: @Y @) O w
> Wir definieren:
> Oh "0 27Oy © 7Y
»O0 h 'O (MNTY
»d( -h)O "Yistglatte param. Kurve mitf () Aundf () &
»oh O ard( -Rh)O 7Y
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Differential ™ |}

» Beweis zu Satz 3.2.9 (Fortsetzung) Ch "0 2'x'OdY © 7Y
S — o hO@MNY
> 0 "O(6(m) —(0z0) ' -h) O “Yist glatte param.
L Kurve mit7 (79 nundl (1) ®

— (0270 21) 6h O ard -R)O Y
r(m o

Nun kann 'Q ") berechnet werden:

Qqw) —(C&T7) —(x"020)

~(ox )

O "0z"Qo( ©O (0z2Qz(0 0O) &
Da der letzte Ausdruck die Kurve[ nicht mehr enthalt, sondern nur
noch @, ist die Definition unabhangig von der speziellen Wahl vonT .
Weil Q "Qals Verkettung zweier linearer Abbildungen O ("0z"Q
und (O "O) darstellbar ist, ist die Abbildung ‘Q "Gselbst linear. #

Jurgen Roth

Differentialgeometrie



cm”u .' |

K%‘/jﬂ UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

» Bemerkung 3.2.10 dp f

> Im Beweis zu Satz 3.2.9 wurde P > Tr(p) AY)
gezeigt, dass das Differential Q "Q

mit Hilfe der lokalen Parametrisie- D, FIT ETDJ’F(HO)FZ
rungen Y HOhw und (Y HOhw)

durch die Jacobi-Matrix O "Q Duof
beschrieben werden kann. R2 > R?
» Beispiel 3.2.11
> o0dg © sa isteine orthogonale lineare Abbildung,d. h.0 N U o .
> @Y O "YROh o¢
> rg( -h)O Y glatte param. Kurve mit; (9 A~ 1 () &N “Y°Y.
> Wegen der Linearitat gilt:

Q) h — (&) —(©2r) 62— o (m) 8(®
> Alsogilt: Q"®w) o0 dYVYO Y'Y

Differential ™ |}
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Differential ™ |}

» Bemerkung 3.2.12

> Man kann auch flr glatte Abbildungen "@[Y° a ("Vist eine
regulare Flache; NN "Y das leferentlal wie folgt definieren:

QAYY a hidom 'Q @w) h —(fzr)

Dabeiist] ¢ -h) © “Yglatte parametrisierte Kurve mitf (1) 1
und| () .

> |Ist der Definitionsbereich eine offene Teilmenge YO 8 und
nimmt "@[YO “Yihre Werte in einer reguléaren Flache “Yan, dann
definiert man fur | N “Ydas Differential wie folgt:
Q@ © Y )"Yé a hom Q@® h 0 Qw

Man kann zeigen, dass 'O "Q@ im Unterraum “Y y"Yliegt.

> In beiden genannten Fallen ist die lineare Abbildung Q "Q
wohldefiniert.
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» Bemerkung 3.3.1

> Um auf einer reguléaren Flache YO a8  z. B.
» Langen von Kurven die in "Yverlaufen und
» Winkel zwischen zwei Tangentialvektoren an die Flache
messen kdnnen, bendtigt man ein Skalarprodukt.

> Da die Tangentialebene fir jeden Punkt i N “Yein zweidimensionalerv
Untervektorraum des a1 ist, kann man das Standardskalarprodukt (T
des a einfach auf "Y"Yeinschranken um das euklidische Skalarprodukt

auf “Y'Yzu erhalten.

“Erste Fundamentalform

™

(Definition 3.3.2

> Die Abbildung, die jedem Punkt NN “Ydiese Einschrankung
"Q h (] des Standardskalarprodukts zuordnet, heif3t

erste Fundamentalform von Y

> Mit OON “Y Yschreibt man fiir die erste Fundamentalform auch:
O(hw) Q) () y

\.
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“Erste Fundamentalform

» Bemerkung 3.3.3

>

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass nach der Wahl einer Basis
(w8 hw ) eines Vektorraums, jedes euklidische Skalarprodukt () auf
diesem Vektorraum durch eine positiv-definite symmetrische Matrix

(Q). , dargestellt werden kann.

Die Eintrage der Matrix sind die Skalarprodukte der Basisvektoren:

b hoge Q {ofo)
Wenn die Vektoren bzgl. der Basis die Darstellung ® B ®wound
®w B  ww besitzen, dann gilt:

(AN woh O W (who) ww Q

Mitdd (B ho) und® (0B sz) ergjibt %:h:

W
(GO ®°Q 6 (d)FBFtb)(é E é’)(é’)wg
 E 0 /)\o
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» Bemerkung 3.3.3 (Fortsetzung)

>

Nach der Wahl einer Basis des Vektorraums "Y"Ykann das Skalarprodukt
"Q auf "Y"Ydurch eine positiv-definite symmetrische Matrix "Odargestellt
werden. I, ®00 | N— 'O O

Eine Basis von "Y"Yerhalt man in der Regel durch eine lokale
Parametrisierung ("YAQw) von “Yum .
Sind QHQ die Standardbasisvektoren des s , dann wird eine Basis von

YWonO'Q) — 6 undO'@dQ) — o6 ,mitéd O 1 gebildet.
Bzgl. dieser Basis ist die Matrixdarstellung von "Q gegeben durch:
AN B N (e T ro,.1 O,
Q (6) h "Q(0 @Ko "dQ)) 5 (o)qT 0

. Q6 Q 0. .
Die ¢ c-Matrlx(Q(o))ﬁ - (.‘Q 5 0 é)lstalso symmetrisch

und positiv definit. Offensichtlich hdngen die Matrixeintradge "Q glatt von 6
ab, d. h. QYO g istfur jedes "Qund "Ceine glatte Funktion.

Jurgen Roth

Differentialgeometrie



|

K%‘/jft’ UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

» Beispiel 3.3.4: Ebene

> Eine Ebene “YO s kann durch eine affin-lineare Parametrisierung
mit n hootoN s beschrieben werden:
@ Og hom )Mo ) n o6 3 6 W
> "Yist hier also die von den Vektoren & und w aufgespannte Ebene
durch den Punkt ) .

> Fur die erste Fundamentalform ergibt sich bzgl. dieser
Parametrisierung:

06 ) (—(o B Yi— (6 Fo )

“Erste Fundamentalform

(o)

(gD

)

Q0 ) <—((’) B Yi— (6 1D )) (Y
)
) (@i
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» Beispiel 3.3.4: Ebene (Fortsetzung 1)

> Wenn "Ydie wwEbene istund o b kartesische Koordinaten
sind,d.h. moH Qundw Q,dann wird die erste
Fundamentalform durch folgende Matrix beschrieben:

o (2 P
(e@) (5 )
> Die Funktionen " Q da © @ sind in diesem Beispiel konstant.

> Benutzt man jedoch eine andere lokale Parametrisierung fur
dieselbe Flache, dann ist das in der Regel nicht mehr so.

> Zur lllustration wird die wxwEbene im 1 mit Polarkoordinaten
parametrisiert. Die Polarkoordinaten (6 ho ) ib liefern
folgende lokale Parametrisierung:

"Qj(nﬁ-b) (g 9° a hik)m "@hk) (AT« D EIh
> Daraus lasst sich die erste Fundamentalform berechnen:
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> Beispiel 3.3.4: Ebene (Fortsetzung 2)  "d@ibr) (i Ai+Gi DEIhD

KTl JAiTeC
eees)
I T
Al © OE{ p

>0 Gk) Qak) <—(‘|Fr)ﬁ—(‘|ﬁ-)>

~ Z

i DEN /AlsC
<<‘| o&'l'-O>F<o E-fj
TT TT
i DB

i Db
> Q (k) <—(‘|F1-)F\—(‘|Fr)> <<| C)&T-O>F<‘l C)&'I'-C')>

Tt Tt

“Erste Fundamentalform

>Q (k) (—aﬁ-)ﬁ—(‘lﬁ))

10 OBIAT.O Al-GOEI =

~ ~

i OEd 1 Al © i
> Bzgl. Polarkoordinaten ist die erste Fundamentalform der o>

Ebene durch folgende Matrix gegeben:  ("Q (i )) (ﬁ in)
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» Bemerkung 3.3.5

> Beispiel 3.3.4 zeigt, dass die Formeln fur die erste
Fundamentalform stark von der Wahl der verwendeten
lokalen Parametrisierung abhangen.

> Je ungeschickter die Parametrisierungen,
desto komplizierter werden die Formeln.

“Erste Fundamentalform

» Beispiel 3.3.6: Zylinderflache
DY {((hihd) va @ ©  p}
> Lokale Parametrisierung:

Ko
Qi ) a0 a hie HQm "qe HQ (C’) E%j
0

pd

> Bestimmen Sie die erste Ifundamenvtalform
bzgl. der Koordinaten (6 o ) < hQ.
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“Erste Fundamentalform

» Beispiel 3.3.6: Zylinderflache (Fortsetzung)
>0 (fQ  (—( fgh—( fig)

'qs fig (

AT
OF
D

)

OBl / OFEl
(A'l’-c’) r(AT-O
TU TU

>0 (fY QR (—( foh-( fig)

(A'-OW))

P/ \P

> Bzgl. der Koordinaten (e Fi’Q hat die erste Fundamental-

form der Zylinderflache dieselbe Gestalt wie die der
Ebene in kartesischen Koordinaten, namlich:

OE{I Al ® p

(@)
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“Erste Fundamentalform

» Beispiel 3.3.7: Sphare
[> Berechnung der ersten Fundamentalform der Sphare
Yoo {ehd) YA oo a  pl
in Polarkoordinaten (6 o ) (b )qd,

r

AT-CA T
@ -f) (it 9O a K—h)m "G ) (AT—G’DOE%

OEd
DAUS s s A A~ s 7 ~  us oy PN
5 OEFKA |- 5 Al-GD0DE
—(B) ( OE—‘L:OE-%} und — (&) (A'r@a'r-o>
AT-O T
ergibt sich:
. — (R )h—(F)) (—(FIh—(-h)
(fQ =) < B > < C > (v a1
(— (B )h— () (— - ()
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» Bemerkung 3.3.8: Anderung der lokalen Parametrisierung

> Was passiert mit der ersten Fundamentalform wenn man
die lokale Parametrisierung der regularen Flache “Yandert?

"Erste Fundamentalform

> Neben ("YHOW) sei ("WiQw) eine weitere lokale Parametrisierung von Y
und (Q) die zugehdrige Matrix, die die erste Fundamentalform

beschreibt. Wenn+ h "O z’Odie Parametertransformation zwischen
diesen beiden Parametrisierungen beschreibt, dann ergibt sich mit Hilfe
der Kettenregel:

0©) (—©F—©) d—©)h—©) c(
qB (- ©)o—(®)
B —©)—(6) :>'c( (+ ©)F—(s (@))
B —(©— ()30 +(©)

In Matrizenschreibweise ergibt sich: (\Q (6)) (0 +) J'Q (s (©))) O

z

(c’»ﬁ—‘(é))

(« (0))>—()B
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» Aufgabe 3.3.9

[> Berechnen Sie die erste Fundamentalform der Sphare bzgl. der
lokalen Parametrisierung "YWO hwo  (vgl. Beispiel 3.1.7) mit

0@y (e @ @)
(th\/ ) Loésungshinweise:

» Aufgabe 3.3.10 Bar (2010, S. 299)

> Berechnen Sie die erste Fundamentalform e[nes
Funktionsgraphen der glatten Funktion "@YO s © s bzgl. der

Parametrisierung "@YO si O 5 Rahy) ™ (chuid@ay) .

» Aufgabe 3.3.11

> Berechnen Sie vdi? erste Fundamentalform des Kegels
Yo{(dhh) v 0w aT a T

bzgl. folgender Parametrisierung: :<A I .[j
l I

"Erste Fundamentalform

Qi ) (M) © 5 K h) OF
p
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Normalenfeld

(Definition 3.4.1 \

> Ein Normalenfeld 0 auf einer regularen Flache "YO s
ist eine Abbildung 0 G Y°O a mit folgender Eigenschaft:
by 0(MMUYY v L o b v (0(hy)y

> Ein Normalenfeld auf “Yheil3t Einheitsnormalenfeld,
wenn zusatzlich qilt:

\_ L Yy

» Bemerkung 3.4.2
> Mit 0 istauch 0 ein (Einheits-)Normalenfeld auf "Y

> Stetige Einheitsnormalenfelder kann, muss es aber
auf einer regularen Flache nicht geben.

» Beispiel 3.4.3: Ebene

.o . i ) |
> FiOr die wwEbene Y {(ahvdm) N a9 sodhwN a} l l J' <
ist 0 (atudry)  (rimdp) ein konstantes Einheits-

normalenfeld auf S.
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» Beispiel 3.4.4: Sphare
> Fur die Sphare 'Y Y
{((thodi) v 9 s w &  p}
ist0 "O@in Einheitsnormalenfeld.

» Beispiel 3.4.5: Zylinderflache
> Fdr die Zylinderflache Y Y 4 -

Normalenfeld

(v a 0 o p) SR
ist durch 0 (ahuhd)  (adhodm) "a 3\

ein Einheitsnormalenfeld definiert. -~
L
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» Beispiel 3.4.6: MoObiusband

> Das Moébiusband besitzt kein
stetiges Normalenfeld.

> Dementsprechend hat das
Mobiusband nur eine Seite.
Fangt man irgendwo an, das
Mo6biusband einzufarben, so
stellt man fest, dass das Band
Uberall farbig wird.

(Definition 3.4.7

> Eine regulére Flache "YO 5 heilt
orientierbar, wenn es ein glattes
Einheitsnormalenfeld auf "Ygibt.

Jurgen Roth Differentialgeometrie

Orientierbarkeit

http://www.youtube.com/watch?v=4bcm-kPIUHE&NR=1
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Orientierbarkeit

» Bemerkung 3.4.8

>

>

Die Ebene, die Sphare und der Zylinder sind orientierbar,
wahrend das Mdbiusband nicht orientierbar ist.

Die wesentliche Bedingung in der Definition 3.4.7 der
Orientierbarkeit besteht darin, dass das Einheitsnormalenfeld
glatt ist.

Irgendein Einheitsnormalenfeld kann man immer finden.
Man muss nur in jedem Punkt | einer regularen Flache ™Y
einen der beiden Einheitsnormalenvektoren zu "Y"YO 1

auswahlen und ihn mit 0 | bezeichnen.

In der Regel wird dieses U aber nicht stetig, geschweige
denn glatt sein.

Man kann sogar die Bedingung glatt in der Definition durch
stetig ersetzen, ohne am Konzept der Orientierbarkeit etwas
zu verandern.
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» Bemerkung 3.4.9

> Fur das Einheitsnormalenfeld 0 YO 3 O a einerreguldren
Flache "YO a gilt: 0 ist genau dann stetig, wenn 0 glatt ist.

Orientierbarkeit

> Begrundung:
Wenn ("YHOw) eine lokale Parametrisierung von “Yist, dann ist

ein glattes Einheitsnormalenfeld auf Y .
> Damitist0  "QQ) mit einer Funktion ' @Y 6°  pip .

> Eine solche Funktion "Qst genau dann stetig, wenn sie lokal
konstant ist, also genau dann, wenn sie glatt ist.

0 h
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» Bemerkung 3.4.10

> Es soll gezeigt werden, dass eine regular Flachen “Yim Kleinen immer
orientierbar ist.

Orientierbarkeit

> Wir betrachten dazu eine lokale Parametrisierung ("YAQ@{w) von °Y

> Mit Hilfe des Vektorprodukts erhalt man ein Normalenfeld 0 auf Y
6(m O )"QA) o (,00Q

> DaO ( yOmaximalen Rang hat,
sind O )"G{A) und O )"QA)
linear unabhangig. Damit folgt:
6(p  (rimm)

> Ein glattes Einheitsnormalenfeld
(ENF) auf Y werhalt

man durch Normierung: ez
. 0T .
O h — n F~l(p) &
16 7 |

> NebenO() G n |0 fistauchd h G n ||0 f | ein ENF.
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» Bemerkung 3.4.10 (Fortsetzung 1)

>

Fuhrt man diese Konstertign des Einhgitspormalenfeldes fir zwei lokale
Parametrisierungen ('Y KOhw ) und ('Y HOhw ) durch, dann kénnen die
zugehorigen Einheitsnormalenvektoren 0 () und 0 (r)) in einem Punkt
NN Y w. w entweder

» Ubereinstimmen 0 (n) 0 (n) oder

» entgegengesetzt orientiert sein 0 () 0 ().
Dieser Zusammenhang lasst sich Uber eine Bedingung an die zugehdrige
Parametertransformation « h "O 20O ausdriicken.
Wir betrachten M °Y @ . w sowie! 6 h "O (1) und fir alle
‘Q plt den zu ("'YROhw) gehorigen Einheitsnormalenvektor O 1y in .
Nach Konstruktion bilden 'O "O(Q)hO "O(Q)h) (1) fiir 'Q plg jeweils
eine positiv orientierte Basis des a .
0 () und 0 () stimmen also genau dann Uberein, wenn
(O "O(Q)RO "O(Q)) und (O "O(Q)RO "O(Q)) auf "Y'Y
gleich orientiert sind. Andernfalls gilt 0 (1) 0 ().
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Orientierbarkeit

» Bemerkung 3.4.10 (Fortsetzung 2)
> Folglich gilt o (n) 0 (1) genau dann, wenne in 0
orientierungserhaltend ist, d. h. wenn A0 ) ™

> Zusammenfassung:
6 () 6@y AXO +) =
6 () Oy AKO ) =
> Daraus folgt direkt:

Satz 3.4.11

> Eine reguldre Flache "YO a1 ist genau dann orientierbar, wenn Y
so durch lokale Parametrisierungen tberdeckt werden kann, dass

far alle Parametertransformationen « gilt:
AKO) 1
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