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2.1.1 Kurve?! 
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Was versteht man  

unter einer Kurve? 

Bemerkung 2.1.1 

Anschaulich kann man sich unter einer Kurve ein, in der Regel 

verbogenes, im Raum platziertes Geradenstück vorstellen. 

Beispiele 2.1.2 

ςὼ ώ ρ ὼ ώ π ὼ ώ ρ 
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Kurven 

Bemerkung 2.1.3 

Alle Kurven in den Beispielen werden jeweils durch ihre 

kartesische Gleichung Ὢὼȟώ ὧ beschrieben. Dabei ist  

ὧ eine Konstante und Ὢ eine Funktion von ὼ und ώ. 

So gesehen ist eine Kurve im ᴙ  eine Punktmenge ὅ. 

ὅ ὼȟώᶰᴙȿὪὼȟώ ὧ   

Kurven im ᴙ  können im Allgemeinen  

durch zwei Gleichungen  
Ὢ ὼȟώȟᾀ ὧ und Ὢὼȟώȟᾀ ὧ  

charakterisiert werden. 

Die ὼ-Achse im ᴙ  ist z. B. die Gerade,  

die durch ώ π und ᾀ π festgelegt wird.  
ὅ ὼȟώȟᾀᶰᴙȿώ π᷈ ᾀ π  
 ὼȟώȟᾀᶰᴙȿώ π 
  ᷊ ὼȟώȟᾀᶰᴙȿᾀ π  

 



Differentialgeometrie 2.8 Jürgen Roth 

Viviani-Kurve 

Beispiel 2.1.4: Viviani-Kurve 

Vincenzo Viviani  
(* 5.4.1622, À 22.09.1703  

in Florenz), italienischer  

Mathematiker und Physiker 

Die Viviani-Kurve ist  

gegeben durch folgende  

beiden kartesischen 

Gleichungen (ὶ ὯέὲίὸȢ): 

 ὼ ώ ᾀ ὶ und 

 ὼ ώ   

 (bzw. ὼ ώ ὶὼ) 

Welche Bedeutung haben diese 

beiden Gleichungen? 

Welche Konsequenzen ergeben 

sich für die Viviani-Kurve? 

 

 

 

 

 

http://mathworld.wolfram.com/VivianisCurve.html 

http://mathworld.wolfram.com/VivianisCurve.html
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Parametrisierte Kurve 

Bemerkung 2.1.5 

In vielen Situationen ist eine andere Vorstellung von Kurven 

hilfreicher:  

Eine Kurve ist die Spur eines sich bewegenden Punkts. 

Wenn ‎ὸ die Lage des Punkts zum Zeitpunkt ὸ ist, dann wird  

die Kurve durch eine Funktion ‎ mit skalarem Parameter ὸ und 

vektoriellen Werten aus ᴙ  für ebene Kurven bzw. aus ᴙ  für 

räumliche Kurven dargestellt. 

Diese Idee wird für folgende Definition für Kurven im ᴙ  benutzt: 

Definition 2.1.6 

Sei ὍṒᴙ ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine 

Abbildung ‎ḊὍO ᴙȟὸm ‎ὸ. 
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Parametrisierung 

Bezeichnung 2.1.7 

Eine parametrisierte Kurve ‎, 
deren Bild in der Punktmenge ὅ 

enthalten ist, heißt Parametri-

sierung (eines Teils) von ὅ. 

Bemerkung 2.1.8 

Folgende Beispiele zeigen, wie man 

in der Praxis zu einer Parametrisie-

rung einer durch eine kartesische 

Gleichung (kart. Gl.) gegebenen 

Kurve kommt, bzw. umgekehrt zu 

einer Parametrisierung einer Kurve 

die zugehörige kart. Gl. findet. 

Beispiel 2.1.9 

Gegeben: Kart. Gl. ώ ὼ 

Gesucht: Parametrisierung 

 ‎ὸ ‎ ὸȟ‎ ὸ  

Die Komponenten ‎ und ‎  

von ‎ müssen die Gleichung 

‎ ὸ ‎ ὸ  für alle Wert ὸ 
aus dem Intervall Ὅ erfüllen,  

auf dem ‎ definiert ist. 

Dies gilt insbesondere für 

‎ὸ ὸȟὸ . 

Da die ὼ-Werte der Normal-

parabel alle reellen Zahlen 

durchlaufen, muss gelten: ὸɴ ᴙ. 

Gibt es weitere 

Parametrisierungen? 

Ja, z. B.: ὸȟὸ , ςὸȟτὸ , é 

Parametrisierungen sind  

nicht eindeutig! 

geogebra/verschiedene_parametrisierungen.ggb
starboard/StarBoard-2010-11-08-09-47-52.yar
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 Funktionen ‎ ὸ und ‎ ὸ 

 benötigt, für die gilt, dass 

‎ ὸ ‎ ὸ ρ und 

zu jedem Punkt ὴ des 

Kreises ein ὸɴ Ὅ existiert, 

mit  ὴ ‎ ὸȟ‎ ὸ . 

Da ÓÉÎὸ ÃÏÓὸ ρ ist, 

kann der Kreis mit  

‎ὸ ÓÉÎ ὸȟÃÏÓ ὸ  und 

ὸɴ ᴙ parametrisiert werden. 

Damit wird der Kreis allerdings 

unendlich oft durchlaufen. Als 

Definitionsbereich für ὸ reicht 

jedes Teilintervall von ᴙ der 

Länge ς“, also z. B. πȟς“. 

Parametrisierungen 

Beispiel 2.1.10 

Geg.: kartesische Gleichung 

 ὼ ώ ρ  

Ges.: Parametrisierung 

 ‎ὸ ‎ ὸȟ‎ ὸ  

Die Versuchung ist groß, auch 

hier wieder ὼ ὸ zu wählen.  

Damit würde gelten ώ ρ ὸ 

(oder ώ ρ ὸ). 

Dies führt zur Parametrisierung 

‎ὸ ὸȟρ ὸ  (bzw. 

‎ὸ ὸȟ ρ ὸ ), die nur 

die ober Hälfte (die untere 

Hälfte) des Kreises abdeckt.  

Um den ganzen Kreis zu 

parametrisieren, werden  
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Glatte Funktionen 

Beispiel 2.1.11 

Geg.: Parametrisierte 

 Kurve ɾ ȡ ᴙ ᴙȟ 
 ὸ ÃÏÓὸ ȟÓÉÎὸ  

Gesucht: kart. Gleichung 

Da gilt  

 ᶪ ᴙɴ ÃÏÓὸ ÓÉÎὸ ρ, 

 erfüllen die Koordinaten 

ὼ ÃÏÓὸ  und ώ ÓÉÎὸ   

des Punktes ‎ὸ die kartesi-

sche (algebraische) Gleichung 

 ὼ ώ ρ. 

Die gesuchte Kurve ist also 

gegeben durch: 

ὅ ὼȟώᶰᴙ ὼϳ ώϳ ρ 

 

Bemerkung 2.1.12 

Eine auf dem Intervall Ὅ 
definierte Funktion ὪȡὍO ᴙ 

heißt glatt, wenn die 

Ableitungen  für alle ὲ ρ 

und alle ὸɴ Ὅ existiert.  

Sind Ὢὸ und Ὣὸ glatte 

Funktionen, dann sind auch  

ihre Summe Ὢὸ Ὣὸ,  

ihr Produkt ὪὸϽὫὸ,  

ihr Quotient  und  

ihre Verkettung Ὢὸ Ὣʐὸ  

 glatte Funktionen.  
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Glatte Kurven 

Bemerkung 2.1.13 

Vektorwertige Funktionen ‎ὸ ‎ ὸȟ‎ ὸȟȣȟ‎ ὸ  

werden komponentenweise abgeleitet. 

Damit ergibt sich: 

‎ὸḧ ȟ ȟȣȟ  

‎ὸḧ ȟ ȟȣȟ  

é 

ȟ ȟȣȟ  

Definition 2.1.15 

Eine auf dem Intervall ὍṒᴙ definierte parametrisierte Kurve 

‎ḊὍO ᴙȟὸm ‎ὸ heißt glatt, wenn die Ableitungen  für  

alle ὲ ρ und alle ὸɴ Ὅ existieren. 

Beispiel 2.1.14 

‎ὸ
ὧέίὸ
ίὭὲὸ

  

‎ὸḧ
ÓÉÎ ὸ 
ÃÏÓ ὸ

  

‎ὸḧ
ÃÏÓ ὸ

ÓÉÎὸ
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Reguläre  

parametrisierte Kurve 

Definition 2.1.16 

Die erste Ableitung ‎ὸ einer parametrisierten Kurve ɾ an der 

Stelle ὸ heißt Geschwindigkeitsvektor an der Stelle ὸ. 

Eine parametrisierte Kurve ɾ heißt regulär, falls ihr Geschwindig-

keitsvektor nirgends verschwindet, wenn also gilt: 

ᶪ ɴ    ɾὸḧ 
Ὠɾ

Ὠὸ
ὸ π 

Bemerkungen 2.1.17 

Bei allen folgenden parametrisierten Kurven wird vorausgesetzt, 

dass sie glatt, also unendlich oft differenzierbar und regulär sind.  

Die Bedingung ɾὸ π stellt sicher, dass sich der Kurvenpunkt 

beim Durchlauf von ὸ durch das Intervall Ὅ auch wirklich bewegt. 

Insbesondere wird durch diese Bedingung die konstante Abbildung 

ɾὸ Ã ausgeschlossen. Das Bild dieser Abbildung ist ein Punkt, 

der nicht dem entspricht, was man sich unter einer Kurve vorstellt. 
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Beispiele im ᴙ  

Beispiel 2.1.18 

Eine Gerade lässt sich als  

reguläre parametrisierte Kurve  

ɾȡᴙᴼᴙȟὸm ɾὸ ὧ ὸϽὺ  
mit ὧᶰᴙ  und ὺɴ ᴙ ͵π  

schreiben. 

Die Bedingung ɾὸ ὺ π  
ist hier offensichtlich erfüllt. 

Beispiel 2.1.19 

Eine Kreislinie in der Ebene um  

den Mittelpunkt πȟπ mit dem  

Radius ὶ π kann man wie folgt 

als reguläre parametrisierte Kurve  

schreiben: 

 ɾȡᴙᴼᴙȟὸm ɾὸ Ͻ
Ͻ

  

geogebra/gerade.ggb
geogebra/kreis.ggb
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Beispiele im ᴙ  
Kurvenpunkt ‎ὸ  

http://thema-mathematik.at/tmwiki/doku.php?id=tmwiki:parametrisierte_kurven 

Bemerkung 2.1.20 

Das Beispiel 2.1.19 zeigt, dass eine reguläre parametrisierte Kurve nicht 

notwendigerweise injektiv ist.  

Im Beispiel 2.1.19 wird wegen der Periodizität ᶪ ᴚɴ  ‎ὸ ὯϽς“ ‎ὸ der Sinus- 

und der Kosinusfunktion jeder Punkt des Kreises unendlich oft durchlaufen. 

Ein Kurvenpunkt ‎ὸ ist also kein geometrischer Ort,  

sondern ein Funktionswert ‎ὸ an der Stelle ὸ. 

Beispiel 2.1.21: Pascalsche Schnecke (Limaçon) 

Allgemein: ɾȡᴙᴼᴙȟὸm ɾὸ Ͻ Ͻ
Ͻ Ͻ

 

Mit ὥ ς und ὦ ρ ergibt sich:  

ɾȡᴙᴼᴙȟὸm ɾὸ Ͻ Ͻ
Ͻ Ͻ

  

  ᵼɾ ʌ ɾ ʌ  

ɾὸ
Ͻ Ͻ Ͻ

Ͻ Ͻ

Ͻ  
Ͻ  

 

 ᵼɾ ʌ
Ͻ

Ͻ

Ͻ

Ͻ
ɾ ʌ   

geogebra/pascalsche_schnecke.ggb
http://thema-mathematik.at/tmwiki/doku.php?id=tmwiki:parametrisierte_kurven
http://de.wikipedia.org/wiki/Injektivit%C3%A4t
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Beispiel im ᴙ  

Beispiel 2.1.22: 

Schraubenlinie 

ɾȡπȠψϽς“ᴼᴙȟ  

ὸm ɾὸ
ὶϽÃÏÓὸ
ὶϽÓÉÎὸ
ὬϽὸ

 

Welche Werte haben die 

Parameter ὶ und Ὤ, die  

zur Schraubenlinie in der 

Abbildung führen? 

 

ArchimedesGeo3D/schraubenlinie.geosave
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2.1.2 Parametertransformation 

 

2.1 Kurven im ᴙ  
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Parametertransformation 

Bemerkung 2.1.23 

Eine parametrisierte Kurve ist mehr als nur die Menge der 

Kurvenpunkte im ᴙ , also mehr als das Bild ♬╘ von ♬. 

Die Parametrisierung gibt auch an, wie dieses Bild durchlaufen 

wird. Häufig möchte man die Parametrisierung ändern ohne die 

Bildkurve zu modifizieren. Dies kann durch eine Parametertrans-

formation erreicht werden. 

Definition 2.1.24 

‎ḊὍO ᴙ  ist eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertrans-

formation von ‎ ist eine bijektive Abbildung •ȡὐO Ὅ von einem 

Intervall ὐṒᴙ auf das Intervall ὍṒᴙ, die genau wie ihre 

Umkehrabbildung • ȡὍO ὐ unendlich oft differenzierbar ist. 

Die parametrisierte Kurve ‎ ‎ʐ •ȡὐO ᴙ   

heißt Umparametrisierung von ɾ. 
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Eigenschaften der 

Umparametrisierung 

Bemerkungen 2.1.25 

‎ lässt sich aus ‎ zurückgewinnen, 

denn es gilt: ‎ ‎ʐ •   

Satz 2.1.26 

Die Ableitung einer Parametertrans- 

formation ist nirgends gleich Null. 

Beweis 

• •ʐ ὸ ὸᵼ • •ʐϽ ὸ ρ (*) 

• •ʐϽ ὸ • Ͻ•ὸ Ͻ•ὸ (**) 

Satz 2.1.27 

Jede Umparametrisierung einer regulären  

parametrisierten Kurve ist wieder regulär. 

Beweis: ‎ὸ ‎ʐ •ὸ Ͻ ‎•ὸ Ͻ•ὸ π 

J I 

• ‎ ‎  

Aus (*) und (**) folgt: •ὸ π 
# 

# 
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Orientierung 

Bemerkung 2.1.28 

Eine Parametertransformation kann die Richtung, in der die 

Bildkurve durchlaufen wird, entweder umkehren, oder erhalten. 

Beispiele 

Die (triviale) Parametertransformation •ὸ ὸ  
erhält den Durchlaufsinn. 

Die Parametertransformation ‪ὸ ὸ  
kehrt den Durchlaufsinn um. 

Definition 2.1.29 

Eine Parametertransformation •ȡὐO Ὅ heißt  

orientierungserhaltend, wenn gilt: ᶪᶰ •ὸ π 

orientierungsumkehrend, wenn gilt: ᶪᶰ •ὸ π 
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Orientierung 

Äquivalenz param. Kurven 

Satz 2.1.30 

Jede Parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend 

oder orientierungsumkehrend. 

Beweis  

Annahme:   ᶬ ᶰ •ὸ π ᷈ ɱ ᶰ •ὸ π 

Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann zwischen ὸ und ὸ  

ein ὸ mit •ὸ π. 

Letzteres ist aber nach Satz 2.1.26 nicht möglich ᶪᶰ •ὸ π.  

Also ist die Annahme falsch und ihr Gegenteil richtig. # 

Definition 2.1.31 

Zwei parametrisierte Kurven heißen äquivalent,  

wenn sie Umparametrisierungen voneinander sind. 

Eine Kurve ist eine Äquivalenzklasse  

von regulären parametrisierten Kurven. 
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Spur einer Kurve 

Bemerkung 2.1.32 

Die regulären parametrisierten Kurven in den Beispielen  

2.1.18, 2.1.19 und 2.1.21 liefern verschiedene Kurven.  

Sie haben unterschiedliche Bilder (*) und können folglich nicht  

durch Parametertransformationen auseinander hervorgehen. 

Die regulären parametrisierten Kurven ‎ȡᴙᴼᴙȟὸm   

und ‎ȡπȟЊ ᴼᴙȟὸm  
 

 sind dagegen äquivalent und 

repräsentieren dieselbe Kurve. 

Begründung:  

Mit Hilfe der Parametertransformation •ȡᴙᴼ πȟЊȟὸm •ὸ Ὡ 

lässt sich ‎ als Umparametrisierung von ‎ darstellen: ‎ ‎ •ʐ 

Bezeichnung 2.1.33 

Wenn eine Kurve durch eine reguläre parametrisierte Kurve 

‎ȡὍO ᴙ  repräsentiert wird, dann nennt man das Bild ‎Ὅ  

auch die Spur der Kurve. 

(*) Gerade, Kreis, 

Pascalósche Schnecke 

geogebra/aequivalente_kurven.ggb
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Orientierte Kurve 

Bemerkung 2.1.34 

Kurven besitzen keinen ausgezeichneten Durchlaufsinn, weil 

dieser durch Parametertransformation umgekehrt werden kann. 

Definition 2.1.35 

Eine orientierte Kurve ist eine Äquivalenzklasse von 

parametrisierten Kurven, die durch orientierungserhaltende 

Parametertransformationen auseinander hervorgehen. 

Bemerkung 2.1.36 

Jede orientierte Kurve bestimmt genau eine Kurve. 

Jede Kurve besitzt genau zwei Orientierungen,  

d. h. es gibt genau zwei orientierte Kurven, die die  

gegebene Kurve bestimmen. 
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2.1.3 Bogenlänge 

 

2.1 Kurven im ᴙ  
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Nach Bogenlänge 

parametrisierte Kurve 

Definition 2.1.37 

Eine reguläre parametrisierte Kurve ‎ḊὍO ᴙ  heißt  

nach Bogenlänge parametrisiert, wenn gilt: 

ᶪᶰ  ‎ὸ ρȢ 

proportional zur Bogenlänge parametrisiert, wenn gilt: 

ᶪᶰ  ‎ὸ ὧέὲίὸȢ 

 

Bemerkung 2.1.38 

Nach Bogenlänge parametrisierte Kurven durchlaufen ihr Bild mit 

der konstanten Geschwindigkeit 1. 

Proportional zur Bogenlänge parametrisierte Kurven durchlaufen 

ihr Bild mit einer konstanten Geschwindigkeit, die nicht unbedingt 

1 sein muss. 
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Parametrisierung 

nach Bogenlänge 

Satz 2.1.39: Existenz einer Parametrisierung nach Bogenlänge 

Zu jeder regulären parametrisierten Kurve ‎ gibt es eine 

orientierungserhaltende Parametertransformation •, so dass die 

Umparametrisierung ‎ʐ • nach Bogenlänge parametrisiert ist. 

Beweis 

‎ḊὍO ᴙ  sei eine reguläre parametrisierte Kurve. 

Es wird ὸᶰὍ gewählt und festgelegt:    ‪ίḧ᷿ ‎ὸ Ὠὸ 

Wegen ‪ ί ‎ί π ist ‪ streng monoton wachsend  

und damit injektiv. 

Folglich ist ‪ȡὍO ὐḧ‪Ὅ eine orientierungserhaltende 

Parametertransformation und genau wie ihre Umkehrabbildung 

•ḧ‪ ȡὐO Ὅ unendlich oft differenzierbar. 

Es gilt:  ὸ ‪ •ʐ ὸ ‪•ὸ  

 

ᵼρ ‪•ὸ ‪ •ὸ ẗ•ὸ 

ᵼ•ὸ
ρ

‪ •ὸ

ρ

‎•ὸ
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Parametrisierung  

nach Bogenlänge 

Beweis zu Satz 2.1.39 (Fortsetzung) 

Aus •ὸ  ergibt sich mit der Kettenregel: 

‎ʐ •ẗὸ  

Also ist ‎ʐ • nach Bogenlänge parametrisiert.   

        # 

Satz 2.1.40: Zusammenhang von Parametrisierungen nach Bogenlänge 

Sind ‎ȡὍᴼᴙ  und ‎ȡὍᴼᴙ  Parametrisierungen nach  

der Bogenlänge derselben Kurve, dann ist die zugehörige 

Parametertransformation •ȡὍᴼὍ mit ‎ ‎ •ʐ und für  

ein ὸᶰᴙ von der Form 

•ὸ ὸ ὸ,  wenn ‎ und ‎ gleichorientiert sind, 

•ὸ ὸ ὸ,  wenn ‎ und ‎ entgegengesetzt orientiert sind. 

 

‎•ὸ ẗ•ὸ      ρ 
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Länge einer Kurve 

Beweis zu Satz 2.1.40 

    ρ ‎ ὸ   

 

 

 

 

 

 

Definition 2.1.41 

Wenn ‎ȡὥȟὦᴼᴙ  eine parametrisierte Kurve ist, dann heißt 

ὒ‎ḧ ‎ὸ Ὠὸ 

Länge von ‎. 

 

‎ •ὸ Ͻ ‎ •ὸ Ͻ•ὸ  

‎ •ὸ Ͻ•ὸ                           •ὸ  

ᵼ•ὸ ρ 

ᵼ•ὸ •ὸὨὸ ρὨὸ ὸ ὸ 
Π 



Differentialgeometrie 2.30 Jürgen Roth 

Invarianz der Länge bei  

Parametertransformationen 

Satz 2.1.42: Invarianz der Länge bei Parametertransformationen 

Bei Parametertransformationen ändern sich  

die Länge einer parametrisierten Kurve nicht. 

Beweis 

‎ ‎ʐ • sei eine Umparametrisierung von ‎ mit •ȡὥȟὦᴂO ὥȟὦ. 

 

ὒ‎ ‎ὸ Ὠὸ

ǰ

ǰ

 ‎ʐ •Ͻὸ Ὠὸ

ǰ

ǰ

 ‎•ὸ Ͻ•ὸ Ὠὸ

ǰ

ǰ

 

‎•ὸ Ͻ•ὸὨὸ

ǰ

ǰ

 ‎ί Ὠί ‎ί Ὠί ὒ‎ 

# 
Substitutionsregel! 
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Länge einer Kurve 

Bemerkung 2.1.43 

Da die Länge nach Satz 2.1.42 nicht von der Parametrisierung 

abhängt, kann man auch von der Länge einer Kurve sprechen. 

Dies entspricht der Alltagserfahrung, dass die Länge einer Straße 

nicht von der Geschwindigkeit des Autos abhängt. 

Wenn ‎ȡὥȟὦ  Oᴙ  nach der Bogenlänge parametrisiert ist, dann 

gilt für jedes ίɴ ὥȟὦ: 

ὒ‎ȿȟ ᷿ρὨὸί ὥ  

Eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve ist genau so lang, 

wie das Parameterintervall. 

Definition 2.1.44 

Ein Polygon im ᴙ  ist ein Tupel ὖ ὥȟȣȟὥ   

von Vektoren ὥᶰᴙ , so dass ᶪ   ὥ ὥ. 
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Alternative Definition  

der Länge einer Kurve 

Bemerkung 2.1.45 

Da Polygone ὖ ὥȟὥȟȣȟὥ  Ecken besitzen,  

sind sie keine (regulären parametrisierten) Kurven. 

Ihre Länge lässt sich allerdings recht intuitiv als  

Summe der Längen der Einzelstrecken bestimmen:  

ὒὖḧ ὥ ὥ  

Zur Definition der Länge einer parametrisierten  

Kurve könnte man die Kurve auch durch  

Polygone annähern und die Länge der  

Kurve durch den Grenzwert der  

Polygonlängen erklären, wenn  

dieser existiert. 

Der folgende Satz 2.1.46 sagt aus, dass die so festgelegte  

Länge der Kurvenlänge aus Definition 2.1.41 entspricht.  
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Längenapproximation 

durch Polygone 

Satz 2.1.46: Längenapproximation durch Polygone 

Zu einer parametrisierten Kurve  

‎ȡὥȟὦᴼᴙ  gibt es für jedes beliebig  

kleine ‐ π ein ‏ π, so dass für jede  

Unterteilung ὥ ὸ ὸ Ễ ὸ ὦ  
des Definitionsintervalls mit Feinheit  

kleiner als ‏ (d. h.ᶪ   ὸ ὸ  gilt (‏

  ὒ‎ ὒὖ ‐  

  mit ὖ ‎ὸȟ‎ὸȟȣȟ‎ὸ .  

Beweis 

Vgl. Bär (2010, S. 35ff) 

‎ὥ ‎ὸ  

‎ὸ  

‎ὸ ‎ὦ 

‎ὸ  
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2.1.4 Geschlossene Kurven 

 

2.1 Kurven im ᴙ  
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Periodische Parametrisierungen 

und geschlossene Kurven 

Definition 2.1.47 

Eine parametrisierte Kurve ‎ȡᴙᴼᴙ  heißt  

periodisch mit Periode ╛, wenn gilt: 

ᶪ ᴙɴ ‎ὸ ὒ ‎ὸ mit ὒ π  

und ᶬ  ᶅ ᴙɴ  ‎ὸ ὒᴂ ‎ὸ 

Eine Kurve heißt geschlossen, wenn sie eine  

periodische reguläre Parametrisierung besitzt. 

Bemerkung 2.1.48 

Die Kreislinie aus Beispiel 2.1.19 ist eine periodische parametrisierte 

Kurve mit Periode ὒ ς“. Die dadurch repräsentierte Kurve ist also 

geschlossen. 

Nicht jede Parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch.  

Man kann eine periodisch parametrisierte Kurve z. B. so umparametri-

sieren, dass sie bei jedem Umlauf langsamer wird. Dies hat zur Folge, 

dass ὒ nicht fest ist, sondern bei jedem Umlauf größer wird. 
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Einfach geschlossene Kurven 

Bemerkung 2.1.49 

Wenn ‎ȡᴙᴼᴙ  eine Parametrisierung nach der Bogenlänge  

einer geschlossenen Kurve ist, dann ist ‎ periodisch.  

Beweis: Übungsaufgabe 

Definition 2.1.50 

Eine geschlossene Kurve heißt  

einfach geschlossen, wenn sie  

eine periodische reguläre Para- 

metrisierung ‎ mit der Periode ὒ  
hat, so dass ‎ȿȟ  injektiv ist. 

Bemerkung 2.1.51: 
Eine geschlossene Kurve ist also einfach geschlossen, wenn sie außer der Tatsache, dass sie 

sich schließt, keine Selbstschnitte besitzt. 

Wegen der Bijektivität von Parametertransformationen, gilt die Injektivitätsbedingung aus der 

Definition schon dann für alle periodischen Parametrisierungen einer Kurve, wenn sie für eine 

solche Parametrisierung gilt. 

einfach 

geschlossen 

geschlossen, aber 

nicht einfach 

geschlossen 
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Zykloide 

Beispiel 2.1.52: Zykloide 

In der x-y-Ebene rollt eine  

Kreisscheibe mit Radius ρ  
auf der x-Achse ab. Eine  

zweite Kreisscheibe mit  

Radius ὶ π hat den selben  

Mittelpunkt und ist fest mit  

dem ersten Kreis verbunden. 

Parametrisierung der Kurve: 

Mittelpunkt: ά
ὸ
ρ

 

Kreis mit Radius ρ um Mittel- 

punkt ά
π
π

 und Start- 

punkt ί
π
ρ

:  ὸm
ÓÉÎ ὸ
ÃÏÓ ὸ

 

Parametrisierung: ὸm
ὸ
ρ

ÒϽ
ÓÉÎὸ
ÃÏÓὸ

ὸ ὶϽÓÉÎ ὸ
ρ ὶϽÃÏÓ ὸ

 

 

geogebra/zykloide.ggb
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Zykloide 

ὶ ρ 

ὶ ρ 

geogebra/zykloide.ggb
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Zykloide 

Wann ist die Zykloide ‎ȡᴙᴼᴙȟὸm
ὸ ὶϽÓÉÎ ὸ
ρ ὶϽÃÏÓ ὸ

 regulär? 

‎ὸ
ρ ὶϽÃÏÓ ὸ
ὶϽÓÉÎ ὸ

 

‎ὸ
π
π
ᵾ ÓÉÎὸ π᷈ ρ ὶϽÃÏÓὸ π 

 ᵾ ὸɴ ὯϽ“ȿὯᶰᴚ ὶ᷈ϽÃÏÓὸ ρ 

Damit ist die Zykloide für alle ὶ ρ regulär. 

ὶ ρ 

ᵾ ὸɴ ςὯϽ“ȿὯᶰᴚ ὶ᷈ ρ 

geogebra/zykloide.ggb
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Zykloide 

Länge der Kurve ‎ὸ
ὸ ὶϽÓÉÎ ὸ
ρ ὶϽÃÏÓ ὸ

  

für einen Umlauf der Kreisscheibe und  

ὶ ρ: 

ὒ‎ȿȟ ᷿ ‎ ὸ Ὠὸ 

 

 

 

 

Die Substitution ὸ ςό liefert mit (*): 

ὒ‎ȿȟ ςϽ᷿ ρ ÃÏÓςόϽςὨό  

ρ ÃÏÓ ὸ
ÓÉÎ ὸ

Ὠὸ ρ ςÃÏÓὸ ÃÏÓὸ ÓÉÎὸὨὸ 

ς ςÃÏÓὸὨὸ ςϽ ρ ÃÏÓὸὨὸ 

Substitutionsregel (*)  

Wenn Ὣ ist diffóbar auf ὥȟὦ und Ὢ 
stetig auf Ὣ ὥȟὦ  ist, dann gilt: 

ὪὫὼ ϽὫ ὼὨὼ ὪᾀὨᾀ 

ÃÏÓςὼ ÃÏÓὼ ÓÉÎὼ   (**) 

ςςϽ ρ ÃÏÓό ÓÉÎόὨό ςςϽ ςÓÉÎόὨό 

τϽ ÓÉÎ ό Ὠό τϽ ÓÉÎ ό Ὠό 

ςςϽ ρ ÃÏÓςόὨό 

τϽ ÃÏÓό  ψ 

(**) 
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Kurve und Spur der Kurve 

Bemerkung 2.1.53 

Wir haben bereits gesehen, dass Kurven im Allgemeinen nicht 

durch ihre Spur bestimmt sind.  

Besitzt eine Kurve jedoch keine Selbstschnitte, dann ist sie bereits 

durch ihre Spur bestimmt. Genauer gilt: 

Wenn zwei reguläre parametrisierte Kurven ‎ und ‎ jeweils auf 

einem kompakten Intervall Ὅ bzw. Ὅ definiert und injektiv sind 

sowie dieselbe Spur besitzen ‎ Ὅ ‎ Ὅ , dann sind ‎ und 

‎ äquivalent. 

Vgl. zu diesem Phänomen auch die Aufgaben 2.7 und 2.8 in  

Bär (2010, S. 39f). 
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2.2 Ebene Kurven  

 (Kurven im ᴙ ) 

Kapitel 2: Kurventheorie 
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2.2.1 Krümmung 

 

2.2 Ebene Kurven (Kurven im ᴙ ) 
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Normalenfeld 

Definition 2.2.1 

Eine parametrisierte Kurve ‎ȡὍO ᴙ   

heißt ebene parametrisierte Kurve. 

Das Normalenfeld einer nach Bogenlänge parametrisierten 

ebenen Kurve ‎ȡὍO ᴙ  ist definiert als: 

ὲȡὍO ᴙȟίm ὲίḧ
π ρ
ρ π

Ͻ‎ᴂί 

Bemerkung 2.2.2 

Das Normalenfeld ist so definiert, dass ‎ᴂίȟὲί  eine  

positiv orientierte Orthonormalbasis des ᴙ  bilden. 

Inhaltlich bedeutet das, dass ὲί das Bild von ‎ᴂί  

bei Drehung um  gegen den Uhrzeigersinn ist. 

Drehmatrix: 
ÃÏÓ ÓÉÎ 

ÓÉÎ ÃÏÓ 

π ρ
ρ π

  

 

geogebra/logarithmische_spirale.ggb
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Krümmung ⱥ 

Bemerkung 2.2.3 

Da ‎ nach Bogenlänge parametrisiert ist, gilt:   ‎ᴂȟ‎ᴂḳρ 

Differentiation liefert: πḳ ‎ᴂᴂȟ‎ᴂ ‎ᴂȟ‎ᴂᴂς‎ᴂȟ‎ᴂᴂ 

 Ausführlich gerechnet sieht das so aus: 

 

 

 

Also stehen ‎ᴂί und ‎ᴂᴂί senkrecht aufeinander. 

Damit ist ‎ᴂᴂί ein Vielfaches des Normalenvektors  

ὲί an der Stelle ί. 

Definition 2.2.4 

Wenn ‎ eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve und  

ὲ ihr Normalenfeld ist, dann heißt ‖ȡὍO ᴙ mit ‎ᴂᴂί ‖ίϽὲί  

Krümmung von ‎. 

 

ς‎ ίϽ‎ ί ς‎ ίϽ‎ᴂᴂί ‎ᴂί ‎ᴂί ᴂ πḳ ‎ίȟ‎ίᴂ 

ςϽ
‎ᴂί

‎ᴂί
ȟ
‎ᴂᴂί

‎ᴂᴂί
 ςϽ‎ίȟ‎ᴂᴂί  
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Krümmung ⱥ 

Bemerkung 2.2.5 

Die Krümmung ist ein Maß dafür, wie stark die Kurve von einer Geraden 

abweicht. 

Ist ‎ eine nach Bogenlänge parametrisierte Kurve, dann ist ‎ genau dann 

eine Gerade, wenn ‎ḳπ ist, d. h. wenn ‖ḳπ ist. 

Welche 0 ist jeweils gemeint? 

Die Krümmung ist 

positiv ‖ π, wenn sich  

die Kurve in Richtung Ihres  

Normalenvektors krümmt,  

d. h. in Durchlaufrichtung  

nach links. 

negativ ‖ π, wenn sie  

sich in Durchlaufrichtung  

nach rechts krümmt. 

Es gilt: ‖ί ‎ᴂᴂί  

Beweis: ‎ᴂᴂί ‖ίϽὲί ‖ί Ͻὲί ‖ί  

‎ᴂί  

‎ᴂί  ‎ᴂί  

‎ᴂᴂί  

‎ 

ὲί  

ὲί  

ὲί  

‎ᴂᴂί  

‖ί π ‖ί π ‖ί π 

‎ᴂᴂί ‖ίϽὲί 
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Krümmung der Kreislinie 

Beispiel 2.2.6: Krümmung der Kreislinie 

Welche Krümmung ‖ hat die nach Bogenlänge parametrisierte Kreislinie ‎ 
mit Mittelpunkt ά ὼȟώ  und Radius ὶ π? 

‎ȡᴙᴼᴙȟίm ‎ί
ὼ ὶϽÃÏÓ 

ώ ὶϽÓÉÎ
  

‎ᴂί
ὶϽÓÉÎϽ

ὶϽÃÏÓϽ
 

Normalenfeld  ὲί
π ρ
ρ π

Ͻ‎ᴂί 

‎ᴂᴂί
ÃÏÓϽ

ÓÉÎϽ
 

Damit gilt für die Krümmung ‖ der Kreislinie:  ‖ḳ  
Dies entspricht der Erfahrung, dass ein kleiner Kreis ein große  

Krümmung besitzt und ein großer Kreis ein kleine Krümmung. 

ÓÉÎ

ÃÏÓ
  ‎ᴂί ÓÉÎ

ί

ὶ
ÃÏÓ

ί

ὶ
ρ 

ÃÏÓ

ÓÉÎ
  

π ρ
ρ π

Ͻ
ÓÉÎ

ÃÏÓ
  

Ͻ
ÃÏÓ

ÓÉÎ
  Ͻὲί   

‎ᴂᴂί ‖ίϽὲί 
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Tangentialeinheitsvektor ◄ 

Bemerkung 2.2.7 

Zu einer allgemeinen (d. h. in der Regel nicht nach Bogenlänge) 

parametrisierten Kurve ‎ ist der Tangentialeinheitsvektor ◄ 
definiert durch: 

ὸǶὸḧ
‎ὸ

‎ὸ
 

Ist die Kurve nach der Bogenlänge parametrisiert, dann gilt  

wegen  ‎ᴂί ρ: 
ὸǶί ‎ᴂί 

Bemerkung 2.2.8 

‎ sei eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kurve und  
Ὂȟ ὼ ὃὼ ὦ mit ὃᶰὕς und ὦɴ ᴙ  eine euklidische Bewegung. 

Wenn Ὂȟ orientierungserhaltend ist, dann haben ‎ Ὂȟ ‎ʐ und ‎ 

dieselbe Krümmung, es gilt also:  ‖ǿ ‖ 

Wenn Ὂȟ die orientierungsumkehrend ist, dann gilt für  

die Krümmung von ‎ Ὂȟ ‎ʐ:  ‖ǿ ‖. 
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Berechnungsformel für ⱥ 

Satz 2.2.9: Berechnungsformel für die Krümmung ‖ 

Wenn ‎ eine reguläre ebene (nicht notwendigerweise nach 

Bogenlänge) parametrisierte Kurve ist, dann ist ihre Krümmung ‖ 
durch folgende Formel gegeben: 

‖ὸ
ÄÅÔ ‎ὸȟ‎ὸ

‎ὸ
 

Ist ‎ ‎ʐ • eine orientierungserhaltende Umparametrisierung 

nach der Bogenlänge mit Krümmung ‖, dann gilt:  

‖ ‖ʐ • 

Beweis: 

Aus   ‎ȡὥȟὦᴼᴙȟὸm ‎ὸ   

ergibt sich  ὸǶḧ Ͻ  
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Berechnungsformel für ⱥ 

Beweis zu Satz 2.2.9 (Fortsetzung 1) 

Der Normalenvektor ὲ ergibt sich durch  

Drehung des Tangentialeinheitsvektors ὸǶ um : 

  
    

Aus   ίḧὒ‎ ᷿ ‎ὸ Ὠὸ   folgt   Ὠί ‎Ὠὸ   und damit 

  

Daraus ergibt sich: 

 

 

 

‎ ὸǶ 
ὨὸǶ

Ὠὸ
Ͻ
Ὠὸ

Ὠί
 

ὲὸ
π ρ
ρ π

ϽὸǶὸ Ͻ
π ρ
ρ π

  
ρ

‎ ‎
Ͻ
‎

‎
 

Ὠ

Ὠὸ

‎

‎ ‎
Ͻ

ρ

‎ ‎
 

ρ

‎ ‎
Ͻ

‎‎ ‎ ‎
ς‎‎ ‎‎

ς‎ ‎

‎ ‎
 

Zu zeigen ist: ‖ὸ
 ȟ

 

Idee:  ‎ ‖Ͻὲ 
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Berechnungsformel für ⱥ 

Beweis zu Satz 2.2.9 (Fortsetzung 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Mit ‎ ‖Ͻὲ folgt durch Vergleich: 

     

‎ᴂᴂ
ρ

‎ ‎
Ͻ

‎‎ ‎ ‎
ςϽ‎‎ ‎‎

ς‎ ‎

‎ ‎
 

ρ

‎ ‎
Ͻ

ρ

‎ ‎
Ͻ
‎

‎
Ͻ‎ ‎

‎

‎
Ͻ‎‎ ‎‎  

ρ

‎ ‎
Ͻ

ρ

‎ ‎
Ͻ
‎‎ ‎‎ ‎‎ ‎‎‎

‎‎ ‎‎ ‎‎‎ ‎‎
 

ρ

‎ ‎
Ͻ

ρ

‎ ‎
Ͻ
‎Ͻ ‎‎ ‎‎

‎Ͻ ‎‎ ‎‎
 
‎‎ ‎‎

‎ ‎
Ͻ

ρ

‎ ‎
Ͻ
‎

‎
 

ὲ 

‖
‎‎ ‎‎

‎ ‎
 
ÄÅÔ‎ȟ‎

‎
 

bzw. nach  

Bogenlänge 

parametrisiert: ‖ ‎‎ ‎‎ ÄÅÔ‎ᴂȟ‎ᴂᴂ 

Zu zeigen ist: ‖ὸ
 ȟ

 

# 

Idee:  ‎ ‖Ͻὲ 
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Krümmung von 

Funktionsgraphen 

Beispiel 2.2.10 

Der Graph einer Funktion ώ Ὢὼ  

kann wie folgt parametrisiert werden: 

‎ὸ
ὸ
Ὢὸ   

Damit ergibt sich:   

‎ ρ, ‎ π, ‎ Ὢ und ‎ Ὢ 

Daraus folgt für die Krümmung: 
 

 

Für Ὢ π ist ‖ π  
(Linkskurve des Graphen). 

Für Ὢ π ist ‖ π  
(Rechtskurve des Graphen). 

 

Ὢ

ρ Ὢ

 ‖
‎‎ ‎‎

‎ ‎
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Frenet-Gleichungen 

Satz 2.2.11: Frenet-Gleichungen 

Wenn ‎ȡὍO ᴙ  eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte 

Kurve mit der Krümmung ‖ und dem Normalenvektor ὲ ist,  

dann gilt: 

‎ ίȟὲᴂί ‎ίȟὲί Ͻ
π ‖ί
‖ί π

 

Bemerkung 2.2.12 

Schreibt man die Gleichung aus Satz 2.2.11 ausführlich, dann ergibt sich: 

 
‎ᴂᴂί ὲᴂί

‎ᴂᴂί ὲᴂί

‎ᴂί ὲ ί

‎ᴂί ὲ ί
Ͻ
π ‖ί
‖ί π

  

Die beiden Frenet-Gleichungen lauten also in Kurzform: 

‎ ί ‖ίϽὲί 

ὲ ί ‖ίϽ‎ᴂί 

‖ίϽὲ ί ‖ίϽ‎ᴂί

‖ίϽὲ ί ‖ίϽ‎ᴂί
 



Differentialgeometrie 2.54 Jürgen Roth 

Frenet-Gleichungen 

Beweis von Satz 2.2.11 (Frenet-Gleichungen) 

Die Gleichung ‎ ί ‖ίϽὲί muss nicht  

bewiesen werden, da mit ihr die Krümmung ‖ definiert wurde. 

Da ὲ normiert ist, gilt: 

ὲȟὲḳρ 

Ableiten nach ί ergibt: 

πḳ ὲȟὲ ὲȟὲ ὲȟὲ ςὲȟὲᴂ 

Daraus folgt, dass ὲ senkrecht auf ὲ steht. 

Folglich ist ὲᴂ ein Vielfaches von ‎ᴂ: 
ὲ ί ‌ίϽ‎ᴂί 

Ableiten von ὲȟ‎ᴂ π nach ί ergibt: 

  π ὲȟ‎ᴂ ὲȟ‎ᴂᴂ  

 

Also gilt ‌ ‖ und damit: 

ὲ ‖Ͻ‎ᴂ 

‎ ί ‖ίϽὲί 

ὲ ί ‖ίϽ‎ᴂί 

‌Ͻ‎ȟ‎ᴂ ὲȟ‖Ͻὲ 

‌Ͻ‎ȟ‎ᴂ ‖Ͻὲȟὲ ‌Ͻρ ‖Ͻρ ‌ ‖ 

# 

Idee: Beziehung zwischen 

‌ί und ‖ί suchen. 
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Drehwinkel 

Satz 2.2.13: Drehwinkel 

Wenn ‎ȡὥȟὦᴼᴙ  eine ebene  

nach Bogenlänge parametrisierte  

Kurve ist, dann gibt es eine  

ὅ -Funktion eid ,ᴙᴼὦȟὥȡ‮  

Drehwinkel genannt wird, so  

dass gilt: 

 ‎ᴂί 
ÃÏÓί‮  

ÓÉÎ ί‮
  

Sind ehclos iewz ‮ dnu ‮  

Funktionen, dann gilt: 

 ᶬ ᴚɴ  ‮ ‮ ὯϽς“  

ὦ‮ .tmmitseb gituednie ‎ hcrud tsi ὥ‮ 

‎ᴂί 

ί‮ 

‎ 
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Drehwinkel 

Bemerkung 2.2.14 

Die Zahl nehcsiwz lekniW ned tssim ί‮  

dem Geschwindigkeitsvektor ‎ᴂί und der  

x-Achse. 

Dieser Winkel ist allerdings nur bis auf ein  

ganzzahliges Vielfaches von ς“ eindeutig. 

Jeder Einheitsvektor kann in der Form 

ÃÏÓÎÉÓȟ‮‮  geschrieben werden.  

Die wesentliche Aussage des Satzes  

besteht darin, dass der Winkel ettalg sla ‮  

Funktion von ί gewählt werden kann. 

Man könnte den Winkel gituednie ragos ‮  

festlegen, indem man z. B. verlangt, dass er im Intervall πȟς“ liegt. Dann 

hätte die Funktion red nened na ,nelletS ned na egnürpS sgnidrella ‮ 

Geschwindigkeitsvektor eine volle Drehung durchgeführte hat und wäre 

nicht mehr stetig und folglich auch nicht mehr glatt. 

Beweis zu Satz 2.2.15: Vgl. Bär 2010, S. 43f 

‎ᴂί 

ί‮ 

‎ 
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Drehwinkel und Krümmung 

Satz 2.2.15: Zusammenhang zwischen Drehwinkel und Krümmung 

Wenn ‎ eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte Kurve,  

‖ die Krümmung und :tlig nnad ,tsi ‎ nov lekniwherD nie ‮ 

‮ ί ‖ί 

Bemerkung 2.2.15a 

Die Krümmung gibt also die Winkeländerung des Geschwindigkeitsvektors 

bzgl. der x-Achse des Koordinatensystems an. 

Beweis zu Satz 2.2.15 

Nach dem Satz über den Drehwinkel gilt: 

 ‎ᴂί 
ÃÏÓί‮  

ÓÉÎ ί‮
  

Mit ‎ ί ‖ίϽὲί folgt durch Vergleich die Behauptung. 

ᵼ‎ᴂᴂί 
ÓÉÎί‮ Ͻίᴂ‮ 

ÃÏÓ ί‮ Ͻίᴂ‮
 ‮ ίϽ

ÓÉÎί‮  

ÃÏÓ ί‮
 

# 

ὲίḧ
π ρ
ρ π

Ͻ‎ᴂί 
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Krümmung und Kurve 

Bemerkung 2.2.15b 

Durch die Krümmung ‖ί ist eine Kurve im wesentlichen (bis  

auf den Anfangspunkt und die Anfangsrichtung) festgelegt. 

Begründung: 

Aus ‮ ί ‖ί folgt durch Integration: 

‮ ‖ίὨί 

Die auftretende Integrationskonstante legt  

die Anfangsrichtung fest. 

Wegen ‎ί
ÃÏÓί‮

ÓÉÎί‮
 folgt ebenfalls durch Integration: 

‎ί
ÃÏÓί‮

ÓÉÎί‮
Ὠί 

Die Integrationskonstante legt den Anfangspunkt fest. 
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2.2.2 Umlaufzahl 

 

2.2 Ebene Kurven (Kurven im ᴙ ) 
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Umlaufzahl 

Definition 2.2.16 

Wenn ‎ȡᴙᴼᴙ  eine ebene nach Bogenlänge parametrisierte  

periodische Kurve mit Periode ὒ und nov lekniwherD ᴙᴼᴙȡ‮  

‎ ist, dann heißt 

ὲ ḧ
ρ

ς“
Ͻὒ‮ π‮  

Umlaufzahl von ‎. 

 

Bemerkung 2.2.17 

Die Tatsache, dass der Drehwinkel nur bis auf einen konstanten 

Summanden ὯϽς“ eindeutig ist, spielt für die Definition der 

Umlaufzahl k eine Rolle, weil dieser Summand bei der 

Differenzbildung ὒ‮ π‮  wieder wegfällt. 
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Umlaufzahl 

ὲ ς ὲ σ 

ὲ ρ ὲ π 
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Umlaufzahl des Kreises 

Beispiel 2.2.18 

Der Kreis mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung  

und Radius ὶ π hat die Bogenlängenparametrisierung  

‎ί
ὶϽÃÏÓ

ὶϽÓÉÎ
 mit der Periode ὒ ς“ὶ. 

‎ί
ÓÉÎ

ÃÏÓ
 

Damit ergibt sich für den Drehwinkel: 

ί‮
ί

ὶ

“

ς
 

Daraus lässt sich die Umlaufzahl bestimmen: 

ÃÏÓ
ί

ὶ

“

ς

ÓÉÎ
ί

ὶ

“

ς

 

ὲ ḧ Ͻὒ‮ π‮  
‎ᴂί 

ÃÏÓί‮  

ÓÉÎ ί‮
 

ὲ
ρ

ς“
Ͻπ‮ὶ“ς‮  

ρ

ς“
Ͻς“

“

ς

“

ς
 ρ 
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Umlaufzahlen bei 

Umparametriserung 

Satz 2.2.19: Umlaufzahl bei Umparametrisierung 

Wenn ‎ȡᴙᴼᴙ  und ‎ȡᴙᴼᴙ  zwei ebene nach Bogenlänge 

parametrisierte periodische Kurven mit Periode ὒ sind und ‎ aus 

‎ durch eine 

orientierungserhaltende Parametertransfomation entsteht,  

dann gilt für die Umlaufzahlen:  ὲ ὲ  

orientierungsumkehrende Parametertransfomation entsteht,  

dann gilt für die Umlaufzahlen:  ὲ ὲ  

Bemerkung 2.2.20 

Der Beweis zu diesem Satz (vgl. Bär 2010, S. 46) beruht darauf, dass für 

die Parametertransformationen gilt: •ὸ ὸ ὸ (vgl. Satz 2.1.40) 

Der Satz zeigt, dass die Umlaufzahl einer orientierten geschlossenen 

ebenen Kurve wohldefiniert ist und die Umlaufzahl bei 

Orientierungsumkehr ihr Vorzeichen wechselt. 

Man kann zeigen, dass die Umlaufzahl immer eine ganze Zahl ist:  ὲ ᶰᴚ 
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Zusammenhang zwischen 

Umlaufzahl und Krümmung 

Bemerkung 2.2.21 

Krümmt sich eine ebene Kurve lange genug nach links ‖ π, dann 

muss sie der Anschauung entsprechend irgendwann einen Umlauf 

geschafft und einen positiven Beitrag zur Umlaufzahl geleistet haben. 

Umgekehrt sollte eine Krümmung nach rechts ‖ π langfristig einen 

negativen Beitrag zur Umlaufzahl liefern. Tatsächlich gilt: 

Satz 2.2.22: Zusammenhang zwischen Umlaufzahl und Krümmung 

Wenn ‎ȡᴙᴼᴙ  eine nach Bogenlänge parametrisierte periodi-

sche ebene Kurve mit Periode ὒ und ‖ȡᴙᴼᴙ ihre Krümmung ist, 

dann gilt für ihre Umlaufzahl ὲ: 

ὲ
ρ

ς“
‖ίὨί 

Beweis: Mit ‮ ί ‖ί (Satz 2.2.15) folgt:  

ὲ Ͻὒ‮ π‮  Ͻ᷿ ‮ ίὨί  
HDI 

# 
Ͻ᷿ ‖ίὨί  
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Bemerkung 2.2.23 
Anschaulich erwartet man, dass eine geschlossene ebene Kurve deren 

Umlaufzahl einen Betrag von mindestens 2 hat, Selbstschnitte besitzen 

muss. Tatsächlich lässt sich beweisen: 

Satz 2.2.24: Umlaufsatz 

Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve ‎ȡᴙᴼᴙ   

hat die Umlaufzahl ρ oder ɀρ. 

Definition 2.2.25 

Sei ὢṒᴙ  und ὼᶰὢ, dann  

heißt ὢ sternförmig bezüglich  

ὼ, wenn für alle Punkte ὼɴ ὢ  

auch die Strecke zwischen ὼ  
und ὼ ganz in ὢ enthalten ist. 

 ᶪ ɴ  ᶅᶰ ȟ ὸὼ ρ ὸὼᶰὢ  

 

 

sternförmig 

bzgl. ● 

nicht stern- 

förmig bzgl. ● 
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2.2.3 Konvexe Kurven 

 

2.2 Ebene Kurven (Kurven im ᴙ ) 
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Konvexe ebene Kurven 

Definition 2.2.25 

Eine ebene Kurve heißt konvex, wenn  

für alle ihre Punkte gilt: Die Kurve liegt  

ganz auf einer Seite ihrer Tangente  

durch diesen Punkt. 

Bemerkung 2.2.26 
Ist ‎ȡὍO ᴙ  eine nach der Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve  

und ὲ ihr Normalenfeld, dann bedeutet die Tatsache, dass ‎ konvex ist, 

für einen Punkt ‎ί  der Kurve folgendes: 

 ᶪᶰ ‎ί ‎ί ȟὲί π  ᷉  ᶅ ᶰ ‎ί ‎ί ȟὲί π 

nicht 

konvex 
konvex 

‎ᴂί  
ὲί  

‎ί  
‎ί ‎ί 

‎ᴂί  
ὲί  

‎ί  
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Konvexe ebene Kurven 

Bemerkung 2.2.27 

Man könnte vermuten, dass für manche Punkte ‎ί  einer 

konvexen Kurve die Bedingung ᶪᶰ ‎ί ‎ίȟὲί π  
und für andere Punkte ‎ί  derselben Kurve die Bedingung 

ᶪᶰ ‎ί ‎ί ȟὲί π erfüllt sein könnte.  

Dies ist aber nicht möglich, weil sonst aus Gründen der Stetigkeit 

auch ein Punkt ‎ί  mit ί zwischen ί und ί existieren müsste 

mit ᶪᶰ ‎ί ‎ί ȟὲί π.  

Dann muss ‎ aber eine Gerade sein, für die beide Bedingungen 

erfüllt sind. Insgesamt wurde gezeigt: 

Satz 2.2.28: Konvexitätsbedingung 

Eine nach der Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve ‎ȡὍO ᴙ  

mit Normalenfeld ὲ, ist genau dann konvex, wenn gilt: 

ᶪ ȟɴ  ‎ί ‎ί ȟὲί π  ᷉  ᶅ ȟɴ  ‎ί ‎ί ȟὲί π  
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Bemerkung 2.2.29 

Anschaulich ist klar, dass sich eine konvexe Kurve immer in 

dieselbe Richtung krümmt, also entweder immer nach rechts  

oder immer nach links. In der Tat gilt: 

Satz 2.2.30: Zusammenhang zwischen Konvexität und Krümmung 

Eine nach der Bogenlänge parametrisierte einfach geschlossene 

ebene Kurve ‎ȡᴙᴼᴙ  mit der Krümmung ‖ȡᴙᴼᴙ ist genau 

dann konvex, wenn gilt: 

ᶪ ᴙɴ ‖ί π  ᷉  ᶅ ᴙɴ ‖ί π  

Beweis 

Es sind zwei Richtungen zu beweisen:  

i. ‎ konvex ᵼ ‖ ändert auf ᴙ das Vorzeichen nicht. 

ii. ‖ ändert auf ᴙ das Vorzeichen nicht. ᵼ ‎ konvex 
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 1) 

i. ‎ ist konvex 
 ȢȢ

ᶪ ȟɴ  ‎ί ‎ί ȟὲί π   

    ᷉ ᶅ ȟɴ  ‎ί ‎ί ȟὲί π 

Wir betrachten nur den Fall ᶪᶰ ‎ί ‎ί ȟὲί π.  
(Der Beweis für ᶪ ȟɴ  ‎ί ‎ί ȟὲί π läuft analog und ergibt ein entgegengesetztes Vorzeichen für ‖.) 

Die Taylorentwicklung von ‎ί mit Entwicklungsstelle ί liefert: 

 

Wegen ‎ί ȟὲί π folgt: 

 

 

 

 

Dividieren durch ί ί π liefert: 

‎ί ‎ί ‎ί Ͻί ί Ͻ‎ ί Ͻί ί ὕ ί ί   

π ‎ί ‎ί ȟὲί  Ͻ‎ ί ȟὲί Ͻί ί   ὕ ί ί  

Ͻ‖ί Ͻὲί ȟὲί Ͻί ί ὕ ί ί   

Ͻ‖ί Ͻί ί  ὕ ί ί   

π Ͻ‖ί  ὕ ί ί   
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 2) 

Aus π Ͻ‖ί  ὕ ί ί  ergibt  

sich durch den Grenzübergang ίO ί: 

Daraus folgt: ‖ί π 

ii. Sei nun ‖ π. Zu zeigen ist: ‎ ist konvex 

Annahme: Die Kurve ist nicht konvex. 

Dann gibt es ein ί so dass die Funktion 

 

 sowohl negative als auch positive Werte annimmt. 

Wegen der Periodizität von ‎ nimmt • ihr Minimum an einer Stelle 

ί sowie ihr Maximum an einer Stelle ί an und es gilt: 

•ί π •ί •ί  (*) 

π
ρ

ς
Ͻ‖ί  

•ȡᴙᴼᴙȟίm •ί ‎ί ‎ί ȟὲί  



Differentialgeometrie 2.72 Jürgen Roth 

Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 3) 

Da • an der Stelle ί ihr Minimum und  

an der Stelle ί ihr Maximum annimmt,  

gilt: • ί π ᷈  • ί π 

Wegen • ί ‎ί ‎ί ȟὲί  
  ‎ᴂίȟὲί   

ergibt sich: 

 π • ί ‎ᴂίȟὲί   und  

 π • ί ‎ᴂί ȟὲί   

Daraus folgt, dass die Geschwindigkeits- 

vektoren ‎ᴂί , ‎ᴂί  und ‎ᴂί  senkrecht auf  

dem Normalenvektor ὲί  an der Stelle ί stehen. 

Folglich gilt: ‎ί ‎ί  ᷈  ‎ ί ‎ᴂί  

Von den drei Einheitsvektoren ‎ί , ‎ί  und ‎ί   

müssen also mindestens zwei übereinstimmen. 

‎ᴂί  ‎ᴂί  

‎ᴂί  

ὲί  
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 4) 

Es werden όȟό ᶰίȟίȟί  mit ό ό so gewählt, dass gilt: 

‎ό ‎ᴂό  

Wenn ,tsi 31.2.2 ztaS ni eiw noitknuflekniW enie ᴙᴼᴙȡ‮  

dann gilt einerseits ‮ ‖ π 
und andererseits ό‮ ό‮ ς“Ὧ  mit  Ὧᶰᴚ. 

Wegen ‮ ‖ π ist :tlig se dnu dneshcaw notonom ‮  

ό‮ ό‮ π 

Also ist Ὧᶰᴓ . 

Analog folgt: ό‮ ὒ ό‮ ς“ά  mit  άᶰᴓ  

Damit ergibt sich für die Umlaufzahl: 

ὲ Ͻό‮ ὒ ό‮   

 

Nach dem Umlaufsatz ist  ὲ ρ, also gilt:  

Ͻό‮ ὒ ό‮ ό‮ ό‮   

Ͻς“άς“Ὧ  ά Ὧ  

ά π  ᷉  Ὧ π 
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 5) 

Wenn gilt Ὧ π, dann folgt  ᶪᶰ ȟ  ‖ ‮ π. 

Also parametrisiert ‎ auf όȟό  eine Gerade. 

Folglich gilt: 

 ᶪᶰ ȟ  ‎ό ‎ό ό ό Ͻ‎ᴂό   

Daraus ergibt sich für •: 

 ᶪᶰ ȟ   •ό ‎ό ‎ί ȟὲί   

 

 

 

Das heißt aber, dass • auf dem Intervall όȟό  konstant ist. 

Da mindestens zwei der drei Werte ί, ί bzw. ί im Intervall 

όȟό  liegen, ist das ein Widerspruch zu •ί •ί •ί . 

Also ist ‎ ist konvex.       # 

‎ό ό ό Ͻ‎ᴂί  

‎ό ό ό Ͻ‎ᴂί ‎ί ȟὲί  

‎ό ‎ί ȟὲί ό ό Ͻ‎ᴂί ȟὲί  

‎ό ‎ί ȟὲί  
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Zusammenhang zwischen 

Konvexität und Krümmung 

Bemerkung 2.2.31 

Für die Gültigkeit von Satz 2.2.30 ist  

die Voraussetzung unverzichtbar, dass  

die Kurve einfach geschlossen ist. 

Diese Bedingung, dass die Kurve einfach  

geschlossen ist, wurde allerdings nur für eine Richtung des 

Beweises benötigt (‖ πᵼ Kurve ist konvex). Dort wurde der 

Umlaufsatz und ὲ ρ benutzt. Die andere Richtung kommt ohne 

diese Voraussetzung aus. Es gilt also: 

Satz 2.2.30a: Zusammenhang zwischen Konvexität und Krümmung 

Für die Krümmung ‖ȡᴙᴼᴙ einer nach der Bogenlänge 

parametrisierten konvexen (aber nicht notwendigerweise  

einfach geschlossenen) ebenen Kurve ‎ȡᴙᴼᴙ  gilt: 

ᶪ ᴙɴ ‖ί π  ᷉  ᶅ ᴙɴ ‖ί π  

 

‖ π, die 

Kurve ist 

aber nicht 

konvex! 
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2.2.4 Vierscheitelsatz 

 

2.2 Ebene Kurven (Kurven im ᴙ ) 
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Scheitel einer Kurve 

Definition 2.2.32 

Eine nach Bogenlänge parametrisierte ebene Kurve ‎ȡὍO ᴙ  

besitzt einen Scheitel in ίᶰὍ, wenn ‖ᴂί π ist. 

Beispiel 2.2.33: Ellipse 

Eine Ellipse lässt sich parametrisieren durch  

‎ȡᴙᴼᴙȟὸm ‎ὸ
ὥϽÃÏÓὸ
ὦϽÓÉÎὸ

 mit π ὥ ὦ. 

 

 

 

 

 

ÄÅÔ 
ὥϽÓÉÎὸ
ὦϽÃÏÓὸ

ȟ
ὥϽÃÏÓὸ
ὦϽÓÉÎὸ

ὥϽÓÉÎὸ
ὦϽÃÏÓὸ

 ‖ὸ
ÄÅÔ ‎ὸȟ‎ὸ

‎ὸ
 

ὥὦϽÓÉÎὸ ὥὦϽÃÏÓὸ

ὥϽÓÉÎὸ
ὦϽÃÏÓὸ

 
ὥὦ

ὥϽÓÉÎὸ ὦϽÃÏÓὸ
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Scheitel einer Kurve 

Beispiel 2.2.33: Ellipse (Fortsetzung) 

‖ὸ
Ͻ Ͻ

 

 

‖ὸ ϽὥϽÓÉÎὸ ὦϽÃÏÓὸ  

 

‖ὸ ist also genau dann gleich Null, wenn gilt: 

ὥϽÓÉÎὸϽÃÏÓὸ ὦϽÃÏÓὸϽÓÉÎ ὸ 

Da ὥ ὦ ist, gilt das genau dann, wenn 

ÓÉÎὸϽÃÏÓὸ π, 

 d. h. wenn ὸ ὯϽ mit Ὧᶰᴚ. 

Bei einem Durchlauf durch πȟς“ hat die Ellipse  

also genau vier Scheitel in ὸ π, , “ und . 

 

ὥὦϽὥϽÓÉÎὸ ὦϽÃÏÓὸ  

ϽςὥϽÓÉÎὸϽÃÏÓὸ ςὦϽÃÏÓὸϽÓÉÎ ὸ  
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Vierscheitelsatz 

Satz 2.2.34: Vierscheitelsatz 

Ist ‎ȡᴙᴼᴙ eine nach Bogenlänge parametrisierte  

konvexe ebene Kurve mit Periode ὒ, dann hat sie  

mindestens vier Scheitel in πȟὒ. 

Hilfssatz 2.2.35: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (1) 

Schneidet eine Gerade Ὃ eine einfach geschlossene konvexe ebe-

ne Kurve ‎ in mehr als zwei Punkten, dann enthält ‎ ein ganzes 

Segment von Ὃ und hat damit unendlich viele Schnittpunkte mit Ὃ. 

 

zwei Schnittpunkte 

mehr    als zwei 

Schnittpunkte 

drei Schnittpunkte, 

aber nicht konvex 






























































