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KOBLENZ - LANDAU | unter einer Kurve?

» Bemerkung 2.1.1

> Anschaulich kann man sich unter einer Kurve ein, in der Regel
verbogenes, im Raum platziertes Geradenstlck vorstellen.

> Beispiele 2.1.2

4 4 4
37 2x+y=1 3 3
2 21 21
11 /’ X2+ y2=1
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» Bemerkung 2.1.3

> Alle Kurven in den Beispielen werden jeweils durch ihre
kartesische Gleichung "oy  wbeschrieben. Dabei ist
weine Konstante und "Qeine Funktion von wund

> So gesehen ist eine Kurve im 5 eine Punktmenge 0.
6 (G~ s Ay J
> Kurvenim g kdnnen im Allgemeinen E
durch zwei Gleichungen 1
"Qafuhy) o und Q(ahuh)
charakterisiert werden.

> Die wxAchse im s ist z. B. die Gerade,
die durchw munda Tfestgelegt wird.
6 {(chthvs s ™ ¢ 718
{(chuh) v 7 s 1
C {aheh) v a s T

Kurven
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http://mathworld.wolfram.com/VivianisCurve.html

» Beispiel 2.1.4: Viviani-Kurve

> Vincenzo Viviani
(* 5.4.1622,
in Florenz), italienischer
Mathematiker und Physiker

> Die Viviani-Kurve ist
gegeben durch folgende
beiden kartesischen
Gleichungen (i Q¢ ¢& o

®w w a i und
(@ ) o ()
(bzw. @ @ 1 @

> Welche Bedeutung haben diese
beiden Gleichungen?

> Welche Konsequenzen ergeben ky \

sich fur die Viviani-Kurve?

1o |/
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» Bemerkung 2.1.5

> In vielen Situationen ist eine andere Vorstellung von Kurven
hilfreicher:

Eine Kurve ist die Spur eines sich bewegenden Punkts.

> Wenn[ 0 die Lage des Punkts zum Zeitpunkt oist, dann wird
die Kurve durch eine Funktion| mit skalarem Parameter 6 und

vektoriellen Werten aus a4 fur ebene Kurven bzw. aus a fur
raumliche Kurven dargestelit.

> Diese Idee wird fur folgende Definition fur Kurven im a4 benutzt:

4 A
Definition 2.1.6

> Sei ‘@ s ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine
Abbildungf D® a4 oM oO.

N ————
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» Bezeichnung 2.1.7 > Die Komponenten[ undf

> Eine parametrisierte Kurve , von[ mussen g.'e (ﬁlemhung
deren Bild in der Punktmenge 6 [ (O)d (0 ulrl? ef\_{\l/lert 0
enthalten ist, heil3t Parametri- aus dem Intervall ‘Gertullen,

sierung (eines Teils) von 6. auf demr definiert ist.

| > Dies gilt insbesondere flr
» Bemerkung 2.1.8 (O (o).

> _FO(IjgenFt)ie Beispiele zeigen, wie man > Da die e>Werte der Normal-
INn der Fraxis Zu emner Farametrisie- parabe| alle reellen Zahlen

rung einer durch eine kartesische g hlauf ton: &
Gleichung (kart. Gl.) gegebenen urchlauten, muss gelten: oN 5.

Kurve kommt, bzw. umgekehrt zu > Gibt es weitere
einer Parametrisierung einer Kurve Parametrisierungen?

di horige kart. Gl. findet. e g .
ie zugehorige kar inde > Ja z. B (0), (cdTo), &

Parametrisierung

> Beispiel 2.1.9 > Parametrisierungen sind
> Gegeben: Kart. GlL.w nicht eindeutig!
> Gesucht: Parametrisierung
r© ¢ OfF ©) O
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» Beispiel 2.1.10

>

>

Jurgen Roth

Geg.: kartesische Gleichung
W W P

Ges.. Parametrisierung
r© ¢ O )

Die Versuchung ist grol3, auch

hier wieder @ 0zu wahlen.

Damit wiirde gelten ® Vp o
(oderd  Vp 0).

Dies fuhrt zur Parametrisierung
r© (owp o) (bzw.

(@ (oh Vp 0) ), dienur

die ober Halfte (die untere
Halfte) des Kreises abdeckt.

Um den ganzen Kreis zu
parametrisieren, werden

Differentialgeometrie

Parametrisierungen

Funktionen] O und[ O
bendtigt, fur die gilt, dass

»r (@  (© pund

» zu jedem Punkt r) des
Kreises ein ON “@existiert,

mtn ¢ ©QhF o).

> DaOKEd Al(@® pist,

kann der Kreis mit

'@ OEdPAT ® und

ON A parametrisiert werden.
Damit wird der Kreis allerdings
unendlich oft durchlaufen. Als
Definitionsbereich flr o reicht
jedes Teilintervall von a der
Lange ¢*, also z. B. Tit" .
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Glatte Funktionen

» Beispiel 2.1.11 » Bemerkung 2.1.12
> Geg.: Parametrisierte 5 > Eine auf dem Intervall 'O
Kurve r dga a h definierte Funktion "@C 4
6o Al(® MOHEJ heil3t glatt, wenn die
> Gesucht: kart. Gleichung Ableitungen — fir allee p
> Da qilt und alle o~ "Cexistiert.
I v AT(@ OHFEJD p, > Sind "Q0 und "Qo6 glatte
erfilllen die Koordinaten Funktionen, dann sind auch
w AI@ undo OKJ » ihre Summe "0) "Qo,
des Punktes| 0 die kartesi- » ihr Produkt "(§0) OQ0 ,

sche (algebraische) Gleichung » ihr Quotient und

W W P
> Die gesuchte Kurve ist also

gegeben durch: |
6 (v s o @l p)

» ihre Verkettung "(@0) 2 "Q0
glatte Funktionen.
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» Bemerkung 2.1.13

> Vektorwertige Funktionen (0) (¢ (Oh (OB K (0)
werden komponentenweise abgeleitet.

> Damit ergibt sich:

Glatte Kurven

__ . S Beispiel 2.1.14
»r@©h — (—h—h— . (&)é(a')))

> (0)h (— h—r8 F—) AP

b 6 | FOh = (AI@,
B JOLIE| A,',C?)
S ( h—F8 ) O Kd

(
Definition 2.1.15

> Eine auf dem Intervall ‘0D s definierte parametrisierte Kurve
' D® a m [ (0) heilRt glatt, wenn die Ableitungen — fur
allee pundalle 0N "Gexistieren.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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S
(Definition 2.1.16 \

> Die erste Ableitung| O einer parametrisierten Kurve r an der
Stelle o heil3t Geschwindigkeitsvektor an der Stelle o.

> Eine parametrisierte Kurve r heil3t regular, falls ihr Geschwindig-

keitsvektor nirgends verschwindet, wenn also gilt:

O
v r(Oh —. 0 T

\. Q0 y,
» Bemerkungen 2.1.17

> Beil allen folgenden parametrisierten Kurven wird vorausgesetzt,
dass sie glatt, also unendlich oft differenzierbar und regulér sind.

> Die Bedingung r (0) Ttstellt sicher, dass sich der Kurvenpunkt
beim Durchlauf von o durch das Intervall ‘CGauch wirklich bewegt.

> Insbesqndere wird durch diese Bedingung die konstante Abbildung
r(0) A ausgeschlossen. Das Bild dieser Abbildung ist ein Punkt,
der nicht dem entspricht, was man sich unter einer Kurve vorstellt.
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» Beispiel 2.1.18

> Eine Gerade lasst sich als
regulare parametrisierte Kurve
(g O a mr(©® ® O
mtoNa undoON a9 T
schreiben.

> Die Bedingungr(0) 0 Tt
Ist hier offensichtlich erfullt.

» Beispiel 2.1.19

> Eine Kreislinie in der Ebene um
den Mittelpunkt Tt mit dem
Radiusi mkann man wie folgt
als regulare parametrisierte Kurve
schreiben:

g Oam@ (3 ) e

Beispiele Im 4
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umvmsnﬂ”’” Beispiele im o
@ KOBLENZ - LANDAU | Kurvenpunkt| o

http://thema-mathematik.at/tmwiki/doku.php?id=tmwiki:parametrisierte_kurven

» Bemerkung 2.1.20

> Das Beispiel 2.1.19 zeigt, dass eine regulare parametrisierte Kurve nicht
notwendigerweise injektiv ist.

> Im Beispiel 2.1.19 wird wegen der Periodizitat! «, 7 (0 Q3 9 [ 0O der Sinus-
und der Kosinusfunktion jeder Punkt des Kreises unendlich oft durchlaufen.

> Ein Kurvenpunkt| o ist also kein geometrischer Ort,
sondern ein Funktionswert] 0 an der Stelle o.

» Beispiel 2.1.21: Pascalsche Schnecke (Limacgon)

> Allgemein:rda © a fom () ( 2 8 > ) 2

> Mit®d cund® p ergibt sich:
rosa me@ (29 2 )

) () () ° :

> @ (5707 BT ) (9 ) .

w (51 O () (55) - 00
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» Beispiel 2.1.22;
Schraubenlinie
> rgmpX“[© s h

a0
om (0 <i D EG

> Welche Werte haben die
Parameter i und 'Q die
zur Schraubenlinie in der
Abbildung fuhren?

Beispiel im a
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» Bemerkung 2.1.23

> Eine parametrisierte Kurve ist mehr als nur die Menge der
Kurvenpunkte im a4 , also mehr als das Bild A( b von &

> Die Parametrisierung gibt auch an, wie dieses Bild durchlaufen
wird. Haufig mdchte man die Parametrisierung andern ohne die

Bildkurve zu modifizieren. Dies kann durch eine Parametertrans-
formation erreicht werden.

Parametertransformation

(Definition 2.1.24 \

> DO a isteine parametrisierte Kurve. Eine Parametertrans-
formation vonT ist eine bijektive Abbildung ¢« d)© "‘Gvon einem
Intervall 0O s auf das Intervall “QD s, die genau wie ihre
Umkehrabbildunge d 0unendlich oft differenzierbar ist.

> Die parametrisierte Kurve [ 2+ )0 1

. heil3t Umparametrisierung von r. |

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkungen 2.1.25
> 1 lasst sich aus| zurickgewinnen,
dennesqilt:f T Ze
| Satz 2.1.26 : :
> Die Ableitung einer Parametertrans- m
. formation ist nirgends gleich Null.  — e
I
» Beweis )

> (¢ 2e)(© ot (¢ 2e)0 p

> (s 2e)20) (¢ )¢ D O (* }AUS (*) und (**) folgt: « () T

#

[ Satz 2.1.27

> Jede Umparametrisierung einer regularen
parametrisierten Kurve ist wieder regular.

\.

» Beweis: '@ [Z2(®°27 (0 2O T

N— — #

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 2.1.28

> Eine Parametertransformation kann die Richtung, in der die
Bildkurve durchlaufen wird, entweder umkehren, oder erhalten.

> Beispiele

» Die (triviale) Parametertransformation s (0) ©
erhalt den Durchlaufsinn.

» Die Parametertransformation| (0) 0
kehrt den Durchlaufsinn um.

Orientierung

4
Definition 2.1.29

> Eine Parametertransformation « gp© “Cheif3t
» orientierungserhaltend, wenn gilt: by o(0 T
» orientierungsumkehrend, wenngilt: | v (0 T

Jurgen Roth Differentialgeometrie



umvnsnﬂ”ml h Orientierung
(77 KOBLENZ: LANDAU | Aquivalenz param. Kurven

[ Satz 2.1.30

> Jede Parametertransformation ist entweder orientierungserhaltend
% oder orientierungsumkehrend.

» Beweis
> Annahme: M ¢ (0) T M, ¢(0) T
> Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann zwischen 6 und 0
eino mite (0) T
> Letzteres ist aber nach Satz 2.1.26 nicht moglich (} « = 6 ).
Also ist die Annahme falsch und inr Gegenteil richtig. #

(Definition 2.1.31 )

> Zwei parametrisierte Kurven heil3en aquivalent,
wenn sie Umparametrisierungen voneinander sind.

> Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse
% von regularen parametrisierten Kurven. )

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Spur einer Kurve

(*) Gerade, Kreis,
» Bemerkung 2.1.32 Pas c alSthneckee

> Die regularen parametrisierten Kurven in den Beispielen
2.1.18,2.1.19 und 2.1.21 liefern verschiedene Kurven.
Sie haben unterschiedliche Bilder (*) und kénnen folglich nicht
durch Parametertransformationen auseinander hervorgehen.

> Die regularen parametrisierten Kurvenl da © a mom ()
und? d1iHb © g oM ( )sind dagegen &quivalent und

reprasentieren dieselbe Kurve. <

» Begrindung:
Mit Hilfe der Parametertransformation « ga © (titbh)ho™m « () Q
lasst sichT als Umparametrisierung von[ darstellen: T [ Ze

» Bezeichnung 2.1.33

> Wenn eine Kurve durch eine regulare parametrisierte Kurve
Fd® a reprasentiert wird, dann nennt man das Bild [ ('Q
auch die Spur der Kurve.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 2.1.34

> Kurven besitzen keinen ausgezeichneten Durchlaufsinn, well
dieser durch Parametertransformation umgekehrt werden kann.

Orientierte Kurve

(L )
Definition 2.1.35
> Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse von
parametrisierten Kurven, die durch orientierungserhaltende
Parametertransformationen auseinander hervorgehen. )

» Bemerkung 2.1.36
> Jede orientierte Kurve bestimmt genau eine Kurve.

> Jede Kurve besitzt genau zwei Orientierungen,
d. h. es gibt genau zwei orientierte Kurven, die die
gegebene Kurve bestimmen.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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(Definition 2.1.37
Eine regulare parametrisierte Kurve] D® a heilit

> nach Bogenlange parametrisiert, wenn gilt:
b dlr oll p8
> proportional zur Bogenlange parametrisiert, wenn gilt:
bw P oll & &BO

» Bemerkung 2.1.38

> Nach Bogenlange parametrisierte Kurven durchlaufen ihr Bild mit
der konstanten Geschwindigkeit 1.

> Proportional zur Bogenlange parametrisierte Kurven durchlaufen
ihr Bild mit einer konstanten Geschwindigkeit, die nicht unbedingt
1 sein muss.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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N
rSatz 2.1.39: Existenz einer Parametrisierung nach Bogenlange
> Zu jeder reguléaren parametrisierten Kurve [ gibt es eine
orientierungserhaltende Parametertransformation ¢ , so dass die
. Umparametrisierungl ¢ nach Bogenlange parametrisiert ist. )

» Beweis
> DO a seieine regulare parametrisierte Kurve.
> Eswird 0 N "Qgewdhlt und festgelegt: [ (i)h _ |If 6]|Q06

> Wegenr (i) |Ir i || mist]f streng monoton wachsend
und damit injektiv.

> Folglichistf d® Oh [ “Oeine orientierungserhaltende
Parametertransformation und genau wie ihre Umkehrabbildung
« h 1 d° “Qunendlich oft differenzierbar.

> Esgit: 6 ¢ 2:)©®) [ @ +p ((©) 1 (-©)i©

. P p
'O e Tro

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Beweis zu Satz 2.1.39 (Fortsetzung)

> Aus e (0) Oy T O ergibt sich mit der Kettenregel:
e )t ¢ e (M) te (¢ (())H I Ol
> ¢ 2t oll (@)t O HII onl 1 on P

> Alsoist] 2+ nach Bogenlange parametrisiert.
#

(s

atz 2.1.40: Zusammenhang von Parametrisierungen nach Bogenlange

> Sindl7 dO© a und] dO© a Parametrisierungen nach
der Bogenlange derselben Kurve, dann ist die zugehorige
Parametertransformation « O© "Omity [ Ze und flr
ein o N g von der Form
»(O® O O, wennl und[ gleichorientiert sind,
\ > (0 0O O,wenn[ undl entgegengesetzt orientiert sind.

v

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Lange einer Kurve

» Bewels zu Satz 2.1.40
p I ol ¢ o)l ¢ « 0)3 o]

I« o)l of |+ Of

t e (@ p
t * (0 * (0QO0 pPQo o0 o

(Definition 2.1.41
Wenn' dcitd © s  eine parametrisierte Kurve ist, dann heif3t

OF Th IIr ollQo

Langevonr .

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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r : - : .
Satz 2.1.42: Invarianz der Lange bei Parametertransformationen

> Bel Parametertransformationen andern sich
die Lange einer parametrisierten Kurve nicht.

» Beweis

A
wr 1)

> [ ze seieine Umparametrisierung von[ mite gioohn}e [¢ha.

~ ~ ~

| ] |

or1 | olQo ¢ z+)olQe | (- (©®)2 oo
J I J
I
I (+ @)]| 3 olQ0 Ir (I Ir@Ia  or]
]
#
Substitutionsregel!

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 2.1.43

> Da die Lange nach Satz 2.1.42 nicht von der Parametrisierung
abhangt, kann man auch von der Lange einer Kurve sprechen.

> Dies entspricht der Alltagserfahrung, dass die Lange einer Stralde
nicht von der Geschwindigkeit des Autos abhangt.

> Wennt gt © s nach der Bogenlange parametrisiert ist, dann
gilt fir jedes i N chw:
i)[rq ﬁ]] L pQoOil W
> Eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve ist genau so lang,
wie das Parameterintervall.

Lange einer Kurve

-
Definition 2.1.44

> Ein Polygon ima istein Tupel 0 & B hd
von Vektoren w N a9 , so dass! W Q0.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 2.1.45
> Da Polygone 0 (& hd 8 hd ) Ecken besitzen,

sind sie keine (regularen parametrisierten) Kurven.
Ihre Lange lasst sich allerdings recht intuitiv als
Summe der Langen der Einzelstrecken bestimmen:

o[folh o @l

Zur Definition der Lange einer parametrisierten
Kurve kdnnte man die Kurve auch durch
Polygone annahern und die Lange der

Kurve durch den Grenzwert der
Polygonlangen erklaren, wenn

dieser existiert.

Der folgende Satz 2.1.46 sagt aus, dass die so festgelegte
Lange der Kurvenlange aus Definition 2.1.41 entspricht.

Jurgen Roth

Differentialgeometrie
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KOBLENZ - LANDAU durch Polygone

(Satz 2.1.46: Langenapproximation durch Polygone

> Zu einer parametrisierten Kurve rO) [ ®
rdichod © A  gibt es fur jedes beliebig
Kleine - T1Te€IN] T, SO dass fir jede
Unterteilunge®d 6 6 E 0
des Definitionsintervalls mit Feinheit
kleiner als| (d. h.! 0 o 1)aqil

o1 o[l -
(r ()R (0)B fi (0)).

(@ 1o

mit 0

» Beweis
> Vgl. Bar (2010, S. 35ff)

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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2.1.4 Geschlossene Kurven
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KOBLENZ - LANDAU und geschlossene Kurven

(Definition 2.1.47

> Eine parametrisierte Kurve[ dg © a heil3t
periodisch mit Periode 4, wenn gilt:
Pl g7 (0 O) T(@Omitd T
»und M b vg 7(0 0=z T (0

> Eine Kurve heil3t geschlossen, wenn sie eine

| periodische regulare Parametrisierung besitzt. |

» Bemerkung 2.1.48

> Die Kreislinie aus Beispiel 2.1.19 ist eine periodische parametrisierte
Kurve mit Periode 0 ¢ “ Die dadurch reprasentierte Kurve ist also
geschlossen.

> Nicht jede Parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch.

> Man kann eine periodisch parametrisierte Kurve z. B. so umparametri-
sieren, dass sie bei jedem Umlauf langsamer wird. Dies hat zur Folge,
dass 0 nicht fest ist, sondern bei jedem Umlauf gro3er wird.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Bemerkung 2.1.49

> Wennf dga © a eine Parametrisierung nach der Bogenlange
einer geschlossenen Kurve ist, dann ist7 periodisch.

> Beweis: Ubungsaufgabe

L Einfach geschlossene Kurven

(Definition 2.1.50

> Eine geschlossene Kurve heilt
einfach geschlossen, wenn sie
eine periodische regulare Para-
metrisierung | mit der Periode 0 einfach geschlossen, aber

TR geschlossen nicht einfach
hat, so dassf ¢  Injektiv ist. geschlossen

» Bemerkung 2.1.51.:
> Eine geschlossene Kurve ist also einfach geschlossen, wenn sie aul3er der Tatsache, dass sie
sich schliefdt, keine Selbstschnitte besitzt.

> Wegen der Bijektivitat von Parametertransformationen, gilt die Injektivitdtsbedingung aus der
Definition schon dann fur alle periodischen Parametrisierungen einer Kurve, wenn sie fir eine
solche Parametrisierung gilt.
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» Beispiel 2.1.52: Zykloide

> In der x-y-Ebene rollt eine
Kreisscheibe mit Radius p
auf der x-Achse ab. Eine 2.
zweite Kreisscheibe mit
Radiusi 1that den selben
Mittelpunkt und ist fest mit |
dem ersten Kreis verbunden.
[

Zykloide

> Parametrisierung der Kurve:

. o )

» Mittelpunkt: a (p)

» Kreis mit Radius p um Mittel-
punkt o (]TT[) und Start- -11

punkt i (T[p): om (EIE((;)

. _ N O Kd 6 i DEd
» Parametrisierung: om (p) OC{ (A 'I'(@)] (p et di’)) O
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t=24
r=05

~ Kurve
~ Kurve 2

e,
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Zykloide

1
1 1
1 I
Y [
Y !
L4
M ra
~ ’
. .- 12 13
-~ -
————————— -

L . - b 1 JOEd )
> Wann ist die ZykloideT da © a4 hom (s : £T c;)) reqgular?

s i AT &
1O (%) e
> () (;-_[[)’d OKd mwp 1 AI(@® m

g ON{QOSn u}" i AT(@ puow oM {c Osu}" 1 p
» Damit ist die Zykloide fur allei  p regular.
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Zykloide

o 1 VES Substitutionsregel (*) »
> Lange der Kurve (0) ( LT ) Wenn "Qistd i f faudf daorund "Q
pITAT® stetig auf "Q ¢foo ist, dann gilt:
fur einen Umlauf der Kreisscheibe und
i o AAY) IADQL  A)Q G
>0 gyl . N ollQo Al©d AT @ OE® ()

pAIC@)H
6ed Q0 Ve cAT@® AT @ OE®QO

Jo CAT(@Qo Vco Jp AT(@Qo
Die Substitution 0 ¢ diefert mit (*):
of )l V€2 Vo AT@IX Q6 ¢«vVcd Jp AT(@9Q0

‘<o Jp AT G) OED Q6 VD JOEB Q6

10 |OE4d|Q6 10 OEJd Q6 1J Al(®)] P
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» Bemerkung 2.1.53

> Wir haben bereits gesehen, dass Kurven im Allgemeinen nicht
durch ihre Spur bestimmt sind.

> Besitzt eine Kurve jedoch keine Selbstschnitte, dann ist sie bereits
durch ihre Spur bestimmt. Genauer gilt:

> Wenn zwei regulare parametrisierte Kurven? und| jeweils auf
einem kompakten Intervall Obzw. ‘Odefiniert und injektiv sind
sowie dieselbe Spur besitzen ¢ (O [ 'O),dannsind! und
[ aquivalent,

> Vgl. zu diesem Phanomen auch die Aufgaben 2.7 und 2.8 in
Bar (2010, S. 39f).

Kurve und Spur der Kurve
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2.2 Ebene Kurven (Kurvenim g )

2.2.1 Krummung
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(

Definition 2.2.1

> Eine parametrisierte Kurve [ & 4
heil3t ebene parametrisierte Kurve.

> Das Normalenfeld einer nach Bogenlange parametrisierten
ebenen Kurve[ & sa ist definiert als:

s a Aim &@)h (g np):v do

Normalenfeld

» Bemerkung 2.2.2

> Das Normalenfeld ist so definiert, dass (I de e (i)) eine
positiv orientierte Orthonormalbasis des s bilden.

> Inhaltlich bedeutet das, dass € (i) das Bild von| &
bei Drehung um — gegen den Uhrzeigersinn ist.

oo (6 aey) G
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» Bemerkung 2.2.3
> Dal nach Bogenlange parametrisiert ist, gilt: { Re)k p

> Differentiation liefert: nk ¢ &dee  Redee c e xe
Ausfuhrlich gerechnet sieht das so aus:

mk ¢ (O e (¢ &) ¢ @))eeqg (I 0 g i I Lip

[ &)\ I ) N
c:«r eﬁ)>f<r dlg)>> ¢ () eeep

> Also stehen| @) und| ekasenkrecht aufeinander.

> Damitist] aea®in Vielfaches des Normalenvektors
€I ander Stellei.

Krimmung &

(
Definition 2.2.4

> Wenn| eine nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurve und
¢ ihr Normalenfeld ist, dann hei3t I a mit] &pe 1) X i

Krdmmung vonT .
e —
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» Bemerkung 2.2.5

> Die Krummung ist ein Mal3 dafur, wie stark die Kurve von einer Geraden
abweicht.

> Ist] eine nach Bogenlange parametrisierte Kurve, dann ist] genau dann
eine Gerade, wenn| k Tttist, d. h. wenn Il k Ttist.

» Welche 0 ist jeweils gemeint?

> Die Kriimmung ist 1 reepe I
» positiv I 1T, wenn sich

die Kurve in Richtung lhres
Normalenvektors kriimmt,

d. h. in Durchlaufrichtung
nach links.

» negativ I 1T, wenn sie
sich in Durchlaufrichtung
nach rechts krimmt. | @) m@ 0G@) m Id) =

> Esqilt: | i | | &
> Beweis: [ @ (I@ i [l (0@ [ il

Krimmung &
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» Beispiel 2.2.6: Krimmung der Kreislinie roere 1) I

> Welche Krummung Il hat die nach Bogenlange parametrisierte Kreislinie [
mit Mittelpunkt &  (w hw ) und Radiusi  m?

A i AT (9
da © o () 5 i:I’)E(J?)

> [ @ (:3?&?;) <A?|' EE)?) I dl J( oky) (Ri(®) o
OH+ Al(©
> Normalenfeld € (i) (1pT np)CD @ ([TJ[ np):< i (G?) ( OE((J?))>

o [ 20Y {2,

> Damit gilt fir die Krimmung I der Kreislinie: Il k -

> Dies entspricht der Erfahrung, dass ein kleiner Kreis ein gro3e
Krimmung besitzt und ein grof3er Kreis ein kleine Krimmung.
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» Bemerkung 2.2.7

> Zu einer allgemeinen (d. h. in der Regel nicht nach Bogenlange)
parametrisierten Kurve | ist der Tangentialeinheitsvektor «

definiert durch:
e

SR YT
> Ist die Kurve nach der Bogenlange parametrisiert, dann gilt
wegen | @& p:
i) e

» Bemerkung 2.2.8
> T seieine ebene nach Bogenlange parametrisierte Kurve und
O () O OmitdN O ¢ und N a eine euklidische Bewegung.

» Wenn "0y orientierungserhaltend ist, dann haben|  "Op 2] und|
dieselbe Krimmung, es qilt also: =

» Wenn "0y, die orientierungsumkehrend ist, dann gilt fur
die Krimmung von Oy a7 : | R
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éerechnungsformel fur &

(Satz 2.2.9: Berechnungsformel fur die Krimmung | R
> Wenn| eine regulare ebene (nicht notwendigerweise nach
Bogenlange) parametrisierte Kurve ist, dann ist inre Krimmung |l
durch folgende Formel gegeben:
- AA@N (9
I (0) ‘
Ir (Ol
> Istf [ ze eine orientierungserhaltende Umparametrisierung
nach der Bogenlange mit Krimmung Il , dann gilt:
VAN )
\ | . y
» Beweis:
> Aus rdafiyo s omr @ ()
> ergibt sich

M ﬁa()
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» Beweis zu Satz 2.2.9 (Fortsetzung 1) Zu zeigen ist: Il (0) ” 8“( )
> Der Normalenvektor € ergibt sich durch _ :
N ‘ ldee: T I
Drehung des Tangentialeinheitsvektors dum -
o T P~y m p P [
o (7 oo —A () ==/ )
> Aus i h O] _ Ir ollQofolgt Qi | |IQ6 und damit

Il \h

> Daraus ergibt sich:

. g W00 Qf( r )q p
QsQi Qa1 ) 1
:{Fﬁ FC(F [T 7))

Wi T

p
N T
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éerechnungsformel fur &

» Beweis zu Satz 2.2.9 (Fortsetzung 2) Zu zeigen ist: I (0) ” E ;H( )
¢Arr rr) : ‘
. /7[» . i ldee: | (e
" o P { vl T ]
/i . i i

~

P L P {FCIFI’ FF))FF [T L P :<F>
NN e AT rrr) g1 B [
€

Mit [ I Z folgt durch Vergleich:
| T T A A ) | bzw. nach
Bogenlange —
Vi T I | parametrisier: | I (1 [ 7 AAGe e,
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» Beispiel 2.2.10

> Der Graph einer Funktion w "@w)
kann wie folgt parametrisiert werden:

: 0
'O (o) A
> Damit ergibt sich: f(X)2=_ (x-1)2-2
ey Qundr Q

> Daraus folgt fur die Krimmung:

rrorT Q
\/r F ,p "Q _'1
> FarQ mistll 1

(Linkskurve des Graphen).

> Far'Q mistll 1
(Rechtskurve des Graphen).
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(Satz 2.2.11: Frenet-Gleichungen
> Wennf d3® a eine ebene nach Bogenlange parametrisierte
Kurve mit der Krimmung II und dem Normalenvektor € ist,
dann qilt:
PN N T Il
¢ Of &) ¢ O DT, )

Tt

Frenet-Gleichungen

» Bemerkung 2.2.12
> Schreibt man die Gleichung aus Satz 2.2.11 ausfihrlich, dann ergibt sich:

el € & fad € i :<n Ili) i) E i I({i)J &
e €& rad € i Il i T i) i i) o
> Die beiden Frenet-Gleichungen lauten also in Kurzform:

o) I d
e (i) 1) @

Jurgen Roth Differentialgeometrie



|

K%‘/jft’ UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

» Beweis von Satz 2.2.11 (Frenet-Gleichungen)

> Die Gleichungr (i) I(i)Z& i muss nicht
bewiesen werden, da mit ihr die Krimmung Il definiert wurde.

> Da £ normiert ist, gilt:

Frenet-Gleichungen

o) 1@
e (i) 1) e

(ERE)Y K p
> Ableiten nach i ergibt: 5 5
mk (ere) (e fe) (ere) c(eleee
> Daraus folgt, dass € senkrecht auf € steht.
> Folglich ist ¢ &in Vielfaches von| e

. e 1O @ ldee: Beziehung zwischen
> Ableiten von (¢ ) 1tnachi ergibt: | (i)und Il i suchen.

T (€0 e (€N peee( I R e (¢Hl )
o e I JERE) | P NP |

> Also gilt] I und damit:
£ 11D ee #
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Drehwinkel

6atz 2.2.13: Drehwinkel

> Wenn| d.¢fo © s eine ebene
nach Bogenlange parametrisierte
Kurve ist, dann gibt es eine
6 -Funktioni di¢hcd © s, die
Drehwinkel genannt wird, so

dass gilt:
AT(Qi))
| (O Eﬁi(i)))

> Sind7 undi zwei solche
Funktionen, dann gilt:

Myl T QX°

>7 (@ T (& istdurchi eindeutig bestimmt.
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» Bemerkung 2.2.14
> Die Zahl7 (i) misst den Winkel zwischen

i

IVERSITAT

Drehwinkel

dem Geschwindigkeitsvektor | & und der
X-Achse.

Dieser Winkel ist allerdings nur bis auf ein
ganzzahliges Vielfaches von ¢ “eindeutig.

Jeder Einheitsvektor kann in der Form
(ATGOO K1) geschrieben werden.
Die wesentliche Aussage des Satzes
besteht darin, dass der Winkel7j als glatte
Funktion von i gewahlt werden kann.

Man kbnnte den Winkel7 sogar eindeutig
festlegen, indem man z. B. verlangt, dass er im Intervall tit “ liegt. Dann
hatte die Funktion7 allerdings Spriinge an den Stellen, an denen der
Geschwindigkeitsvektor eine volle Drehung durchgefiihrte hat und ware
nicht mehr stetig und folglich auch nicht mehr glatt.

» Beweis zu Satz 2.2.15: Vgl. Bar 2010, S. 43f
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r Satz 2.2.15: Zusammenhang zwischen Drehwinkel und Krimmung

> Wenn| eine ebene nach Bogenlange parametrisierte Kurve,
I die Krimmung undi ein Drehwinkel vonT ist, dann gilt:

ORI

Drehwinkel und Krimmung

» Bemerkung 2.2.15a

> Die Kriummung gibt also die Winkelanderung des Geschwindigkeitsvektors
bzgl. der x-Achse des Koordinatensystems an.

» Beweis zu Satz 2.2.15 () h (g np) I &
> Nach dem Satz tber den Drehwinkel gilt:

—

O (ATGAED) | OHI()) I @ 7 OHIM)
L (Omn))* e <A'I'(Tc'1i>):v & ) | “”(A'r(?c'(i)))

> Mitr (i) W) i folgtdurch Vergleich die Behauptung. "
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» Bemerkung 2.2.15b

> Durch die Krummung Il (i ) ist eine Kurve im wesentlichen (bis
auf den Anfangspunkt und die Anfangsrichtung) festgelegt.

> Begrindung:
» AusT I (i) folgt durch Integration:

Krimmung und Kurve

T i Qi

» Die auftretende Integrationskonstante legt
die Anfangsrichtung fest.

» Wegen| (i) (g IETTTG(Z:)) )folgt ebenfalls durch Integration:
, ATTQi) ..
() (()E‘T(i))Ql

» Die Integrationskonstante legt den Anfangspunkt fest.
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2.2.2 Umlaufzahl
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(Definition 2.2.16

> Wennf dg © a eine ebene nach Bogenlange parametrisierte
periodische Kurve mit Periode 0 und7 dg © a Drehwinkel von
[ ist, dann heif3t

¢ h %a@ ONED
Umlaufzah!l vonT .

Umlaufzahl

» Bemerkung 2.2.17

> Die Tatsache, dass der Drehwinkel nur bis auf einen konstanten
Summanden ‘Q; “eindeutig ist, spielt fur die Definition der
Umlaufzahl k eine Rolle, weil dieser Summand bei der
Differenzbildung ¢ (0) T 711) wieder wegfallt.
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Umlaufzahl
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» Beispiel 2.2.18 e h - ® 1 m) ' de @Lgi'i)))
l
> Der Kreis mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung
und Radiusi  T1that die Bogenlangenparametrisierung

“Umlaufzahl des Kreises

i ' ( ) mit der Periode 0 ¢ “.i
© (20 R
o):0) A|(9 —)
19 \ogt

> Damit ergibt sich fur den Drehwinkel:
, l
7 (1) T C

> Daraus lasst sich die Umlaufzahl bestimmen:

‘ p P .
s SRR C) B s R

-sin(x)

B o()
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(Satz 2.2.19: Umlaufzahl bei Umparametrisierung )

DWennT? dga© a9 undf dga © a zwei ebene nach Bogenlange
parametrisierte periodische Kurven mit Periode 0 sind und [ aus
[ durch eine

» orientierungserhaltende Parametertransfomation entsteht,
dann gilt fir die Umlaufzahlen: € €

» orientierungsumkehrende Parametertransfomation entsteht,
\ dann gilt fir die Umlaufzahlen: € € y

» Bemerkung 2.2.20

> Der Beweis zu diesem Satz (vgl. Bar 2010, S. 46) beruht darauf, dass fur
die Parametertransformationen gilt: ¢ (0) 0 0 (vgl. Satz 2.1.40)

> Der Satz zeigt, dass die Umlaufzahl einer orientierten geschlossenen
ebenen Kurve wohldefiniert ist und die Umlaufzahl bei
Orientierungsumkehr ihr Vorzeichen wechselt.

> Man kann zeigen, dass die Umlaufzahl immer eine ganze Zahlist: € N ¥
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- -

» Bemerkung 2.2.21

> Kriummt sich eine ebene Kurve lange genug nach links (I 1), dann
muss sie der Anschauung entsprechend irgendwann einen Umlauf
geschafft und einen positiven Beitrag zur Umlaufzahl geleistet haben.

> Umgekehrt sollte eine Kriimmung nach rechts (I 1) langfristig einen
negativen Beitrag zur Umlaufzahl liefern. Tatsachlich gilt:

~
Satz 2.2.22: Zusammenhang zwischen Umlaufzahl und Krimmung

> Wenn [ da © a9 eine nach Bogenlange parametrisierte periodi-
sche ebene Kurve mit Periode U und lldg © a ihre Krimmung ist,
dann gilt fir ihre Umlaufzahl € :

\ p 7 N\~ !
€ — 1()QI
c (i)

\_ J
» Beweis: Mit7 (i) I i (Satz 2.2.15) folgt:
>¢ @O 1@ T=3 71 (O —2 IiQi

#
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» Bemerkung 2.2.23
> Anschaulich erwartet man, dass eine geschlossene ebene Kurve deren
Umlaufzahl einen Betrag von mindestens 2 hat, Selbstschnitte besitzen
muss. Tatsachlich lasst sich beweisen:

(Satz 2.2.24: Umlaufsatz

> Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurvel dg © 4
hat die Umlaufzahl p oder z p.

(Definition 2.2.25

> Sei®wOsa undw M O dann
heill3t wsternformig bezlglich
w , wenn fur alle Punkte wN @
auch die Strecke zwischen w
und @ ganz in @ enthalten ist.

O OON®

sternférmig nicht stern-
bzgl. e formig bzgl. e

I
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2.2 Ebene Kurven (Kurvenim g )

2.2.3 Konvexe Kurven
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r

"Konvexe ebene Kurven

Definition 2.2.25

> Eine ebene Kurve heil3t konvex, wenn
far alle ihre Punkte gilt: Die Kurve liegt
ganz auf einer Seite ihrer Tangente nicht
durch diesen Punkt. konvex konvex

\

» Bemerkung 2.2.26
> Istt & a eine nach der Bogenlange parametrisierte ebene Kurve
und € ihr Normalenfeld, dann bedeutet die Tatsache, dass| konvex ist,
fur einen Punkt] i der Kurve folgendes:

b @ i RiE ) 7 L @@ 1@ D) m
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» Bemerkung 2.2.27

> Man kdnnte vermuten, dass fur manche Punkte | vi einer
konvexen Kurve die Bedingung! « ¢ () i ki )
und fir andere Punkte| i derselben Kurve die Bedingung

b w ¢@) 11 R ) Tmerfilltsein kénnte.

> Dies ist aber nicht mdglich, welil sonst aus Grinden der Stetigkeit
auch ein Punkt] i miti zwischeni undi existieren miisste
mit! « ¢U) 1 i ki ) Tt

> Dann muss| aber eine Gerade sein, fur die beide Bedingungen
erfullt sind. Insgesamt wurde gezeigt:

(Satz 2.2.28: Konvexitatsbedingung

> Eine nach der Bogenlange parametrisierte ebene Kurve d&® A
mit Normalenfeld ¢, ist genau dann konvex, wenn gilt:

_ v C3A) T [ ) T v C3A) T l)T[J
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» Bemerkung 2.2.29

> Anschaulich ist klar, dass sich eine konvexe Kurve immer in
dieselbe Richtung krimmt, also entweder immer nach rechts
oder immer nach links. In der Tat gilt:

(Satz 2.2.30: Zusammenhang zwischen Konvexitat und Krimmung

> Eine nach der Bogenlange parametrisierte einfach geschlossene
ebene Kurvel dg © a4 mitder Krimmung lida © a ist genau
dann konvex, wenn gilt:

| g i L1 S R | I T
» Beweis
> Es sind zwel Richtungen zu beweisen:
.. [ konvext |l andert auf a das Vorzeichen nicht.
/. I andert auf 4 das Vorzeichen nicht.+ [ konvex
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» Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 1)
88 .
L[ istkonvex———=! v C(@{) 1 R )
b e @) i ki)
> Wir betrachtennurdenFall! « ¢ () i i ) 1

(Der Beweis fur! o (i) 7 i R i ) mlauftanalogund ergibt ein entgegengesetztes Vorzeichen fur I .)

> Die Taylorentwicklung von[ i mit Entwicklungsstelle i liefert:
r@) r@) r @) i) -3 @) i) odi il)
> Wegen (¢ (i )l i ) Tmfolgt:
mo¢@ rdoOrE)) -or GOHRGE A T) 6Ui 1)
QNG ) OHREG N 1) ol i)
@ HA i) odi i)
> Dividierendurch (i i ) Tt liefert: m -G ) o(i 1]

Jurgen Roth
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» Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 2)

> Austt -3 ) O(li 1 |) ergibt
sich durch den Grenzibergangi © i : Tt gjl (i )
> Daraus folgt: i ) Tt

i. Seinunll 1L Zu zeigen ist:[ ist konvex
> Annahme: Die Kurve ist nicht konvex.
> Dann gibt es eini so dass die Funktion
edgOabme(i) (@) rdOred))
sowohl negative als auch positive Werte annimmt.

> Wegen der Periodizitat von[ nimmt e ihr Minimum an einer Stelle
| sowie ihr Maximum an einer Stelle i an und es gilt:

(@) mo o) ot (%)
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» Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 3)
> Dae ander Stellei ihr Minimum und

an der Stelle i ihr Maximum annimmt,

gilt:« (i) 1 (i) T

Wegen+ (i) ¢ (i) @i )REG))
(&@)re( ))

ergibt sich:

moe () ¢ @)EG)) und

m o () ¢ @)red))

Daraus folgt, dass die Geschwindigkeits-

vektoren] @ ),] @ ) und| @ ) senkrecht auf
dem Normalenvektor £ i an der Stellei stehen.

Folglich gilt: Fo( ) )T 7 @) [ de

Von den drei Einheitsvektoren| (i ),I (i )und (i )
mussen also mindestens zwei ubereinstimmen.

Jurgen Roth
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» Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 4)
> Eswerdeno o N i i A mit6 & so gewahlt, dass gilt:
) I &
> Wenni dg © a eine Winkelfunktion wie in Satz 2.2.13 ist,

dann gilt einerseitsT |
und andererseitsi (6 ) 7 (6 ) ¢ “ @it O .

> WegenT I mist] monoton wachsend und es qilt:
7(@0) 1(0) m

> Alsoist DN = .

> Analog folgt: 7O 0) 7(@) c¢“ amit a N w

> Damit ergibt sich ftr die Umlaufzahl:

e —x o 0 760 —F 0o 0) 7(0) 7(00) 170
—20c*“ac“ Qa4 1
> Nach dem Umlaufsatz ist € p, also gilt: a mT Qm

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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» Beweis zu Satz 2.2.30 (Fortsetzung 5)
> Wenngilt’Q mdannfolgt ! « 5 I 7 TL
> Also parametrisiert] auf 6 o eine Gerade.
> Folglich gilt:
bowp a gl @) r@) (0 6)2 & r1(0©) (0 0)J @
> Daraus ergibt sich flr e :
b h 2@ (© rdori )
() (6 6)3 & r(@)d)EIL )
(@) r@drki ) (6 6) & ki )
(@) rdrei )

> Das heif3t aber, dass * auf dem Intervall 6 b6 konstant ist.

> Da mindestens zwei der drei Wertei ,i bzw.i im Intervall
0 o liegen, ist das ein Widerspruchzue (i ) (i ) i
> Also ist] ist konvex. #

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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RVANGNTEEN. Konvexitat und Kriimmung

» Bemerkung 2.2.31

e 1 : I 1 di
> Fur die Gultigkeit von Satz 2.2.30 ist KurVTe[ islte
die Voraussetzung unverzichtbar, dass aber nicht
die Kurve einfach geschlossen ist. konvex!

> Diese Bedingung, dass die Kurve einfach
geschlossen ist, wurde allerdings nur fir eine Richtung des
Beweises bendtigt (I m+ Kurve ist konvex). Dort wurde der
Umlaufsatz und € p benutzt. Die andere Richtung kommt ohne

diese Voraussetzung aus. Es qilt also:

~

(Satz 2.2.30a: Zusammenhang zwischen Konvexitat und Kridmmung

> For die Krimmung lida © a einer nach der Bogenlange
parametrisierten konvexen (aber nicht notwendigerweise
einfach geschlossenen) ebenen Kurvel dgg © a qilt:

~

\_ Fowg i 11 S S | I 11 y
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2.2 Ebene Kurven (Kurvenim g )

2.2.4 \Vierscheitelsatz
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Scheitel einer Kurve

Definition 2.2.32

> Eine nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurve & s
besitzt einen Scheitelini N Qwennll @) Ttist.

\.

» Beispiel 2.2.33: Ellipse

> Eine Ellipse lasst sich parametrisieren durch

'da O a om0 (ooi):glEd mtmn @ @

@ 0D Ed oo:)A | t@) |
A Ar@oht (0) WA T @ oD Ed

(e ‘ i
© ol H( %0 Ed)H
AT ©
MWADEW®M O@AT O & 6y
OO E4 v s A v e
W DEWW w Al
H((bC)AI a@)‘ ( ) @)
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» Beispiel 2.2.33: Ellipse (Fortsetzung)

Scheitel einer Kurve

> 1 (0)

( O () o ()N

G VE® @ AT @) -
> 1 (0) — 0 VE©® o AT @) -

Acd DEPAT@ co ATIDOEI)
> I 0 ist also genau dann gleich Null, wenn gilt:
W DEYPAT@ AT EJ
> Dad  ist, gilt das genau dann, wenn
OCHYAI@
d.h.wenno Q5 mit 'O u.

> Bei einem Durchlauf durch mig “ hat die Ellipse
also genau vier Scheitelino 1, -, “ und —.

Jurgen Roth Differentialgeometrie
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Satz 2.2.34: Vierscheitelsatz

D> Istf dgg © a eine nach Bogenlange parametrisierte
konvexe ebene Kurve mit Periode 0, dann hat sie
mindestens vier Scheitel in 1D .

Vierscheitelsatz

(Hilfssatz 2.2.35: Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kurve (1) )

> Schneidet eine Gerade "Oeine einfach geschlossene konvexe ebe-
ne Kurve! in mehr als zwei Punkten, dann enthélt] ein ganzes

Segment von "Ound hat damit unendlich viele Schnittpunkte mit "O

° ®
/ .
° °
mehr als zwei drei Schnittpunkte,
zwei Schnittpunkte Schnittpunkte aber nicht konvex

Jurgen Roth Differentialgeometrie





























































































