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Kapitel 4:  

Rationale Zahlen Q 

Didaktik der Zahlbereichserweiterungen 

Und merk dir ein für allemal 

den wichtigsten von allen Sprüchen: 

Es liegt dir kein Geheimnis in der Zahl, 

allein ein großes in den Brüchen. 
Goethe, Urfaust 
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4.1 Grundvorstellungen 

 zu Bruchzahlen 

Kapitel 4: Rationale Zahlen ᴗ 
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Grundvorstellungen 

zu Bruchzahlen 

Teil (eines Ganzen) 

  ÖÏÎ ρ 

Verhältnis 

 σḊτ  σ ÚÕ τ  

Quasikardinalzahl 

 σ 6ÉÅÒÔÅÌ  

Relativer Anteil 

  ÖÏÎ ȣ 

Vergleichsoperator 

  ÍÁÌ ÓÏ ÖÉÅÌ ×ÉÅ ȣ  

Absoluter Anteil 

   ȣȣ ÄÒÅÉ ÖÏÎ ÖÉÅÒ  

Eine 

Dreiviertel-

torte 

Resultat einer Division 

 σḊτ  

  

ς 6ÉÅÒÔÅÌ σ 6ÉÅÒÔÅÌ υ 6ÉÅÒÔÅÌ 

Nur wenn nicht 

gerechnet wird! 

Quasiordinalzahl 

  ȣȣÊÅÄÅÒ ÖÉÅÒÔÅ 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 

Vgl. Teil 

mehrerer 

Ganzer 

(Padberg) 
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Teil vom Ganzen 

Teil eines 

Ganzen 

Teil mehrerer 

Ganzer 

Padberg: Didaktik der Bruchrechnung. Spektrum Akademischer Verlag, 2002³, S. 41-50 
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Ausweitung des Standpunkts  

ĂTeilñ  ĂGanzesñ 

6 
4 

Hefendehl-Hebeker: Brüche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16 

Darstellen 
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Ausweitung des Standpunkts  

ĂTeilñ  ĂGanzesñ 

: 4 · 6 : 4 · 6 

6 
4 

Auflösen in Ketten 

von Einzeloperatoren 

Hefendehl-Hebeker: Brüche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16 
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Bruchzahlaspekte 

1. Teil vom Ganzen 

2. Maßzahl 

3. Operator 

4. Verhältnis 

5. Quotient 

6. Lösung linearer  

Gleichungen 

n · x = m  mit  n, m Í N 

7. Skalenwerte 

8. Quasikardinalität 

Padberg: Didaktik der Bruchrechnung. Spektrum Akademischer Verlag, 2002³, S. 35-38 
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4.2 Probleme beim 

 Verständnis von 

 Bruchzahlen 

Kapitel 4: Rationale Zahlen ᴗ 
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ĂBr¿che bei den Br¿chenñ 

Kardination 

Eine Zahl und eine Rechenaufgabe beantworten  

immer eine Frage nach Ăwie viele?ò. 

Eineindeutigkeit zwischen Zahl und Zahlzeichen 

Jede Zahl hat genau eine Zahlbezeichnung. 

Visuell: Folge von Ziffern 

Auditiv: Folge von Grundzahlwörtern (mit Stellenwertangabe) 

Diskrete Ordnung 

Jede Zahl hat einen Nachfolger und ï außer der  

kleinsten Zahl ï einen Vorgänger. 

Die Menge der Zahlen ist wie eine Kette mit Anfang,  

aber ohne Ende. 

Prediger: Brüche bei den Brüchen ï aufgreifen oder umschiffen? In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 10-13 
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ĂBr¿che bei den Br¿chenñ 

Rechnen 

Jede Elementaroperation ὥ ὦ, ὥ ɀὦ (wenn ὥ ² ὦ), ὥὦ und 

ὥḊὦ (wenn ὦ Teiler von ὥ) ist bei, in der Ziffernsprache gegebenen 

a und b unmittelbar durchführbar und liefert wieder eine Zahl in der 

üblichen Ziffernsprache. 

Einschränkung der Division 

Die Division ὥḊὦ ist nicht immer restlos möglich. 

Wenn sie möglich und der Teiler ungleich ρ ist,  

dann ist das Ergebnis kleiner als die geteilte Zahl. 

Multiplikation und Ordnung (Multiplizieren als Ăstarkesñ Vermehren) 

Multipliziert man zwei Zahlen, die ungleich π oder ρ sind,  

so ist das Ergebnis größer als jede der beiden Zahlen. 

Prediger: Brüche bei den Brüchen ï aufgreifen oder umschiffen? In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 10-13 
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Multiplikative Anteilsbildung 

Lilly nimmt sich die Hälfte der dargestellten Tafel Schokolade.  

Davon isst sie  auf. Wie viele Stücke hat sie gegessen? 

Wartha, vom Hofe: Probleme bei Anwendungsaufgaben in der Bruchrechnung. In: Mathematik lehren, Heft 128, 2005, S. 10-16 



Didaktik der Zahlbereichserweiterungen 4.15 Jürgen Roth 

Multiplikative Anteilsbildung 

Moritz:  
Also da muss man erst ausrechnen, wie 
viel die Hälfte ist. Das sind dann zehn 
solche viereckigen Dinger. Und dann 
muss man noch drei Fünftel von zehn 
irgendwie ausrechnen. Also wie viel drei 
Fünftel von zehn solchen Dingern ist. 

Interviewer: 
Du kannst dir das jetzt gern alles 
aufschreiben, was du so im Einzelnen 
rechnest. (Moritz schreibt und überlegt) 
Welchen Teil willst du ..., oder überlegst 
du gerade? 

Moritz: 
Wie ich das jetzt, ... drei Fünftel von zehn 
solchen Dingern wissen soll. Weil es ist ja 
die Hälfte, ah, da kann man ja ein Halb 
schreiben. Nein. (Moritz überlegt) 

Interviewer: 
Was heißt denn für dich das drei 
Fünftel von zehn Stück? 

Moritz:  
Ich weiß nicht. Ich kann mir da nix 
drunter vorstellen. 

Interviewer: 
Du versuchst das jetzt rechnerisch  
zu lösen ... 

Moritz:  Ja. 

Interviewer: 
Kannst du das vielleicht mit dieser 
dargestellten Tafel Schokolade 
irgendwie graphisch lösen, zum 
Beispiel durch Wegstreichen ... 

Moritz:  
Ich müsste halt dann wissen, wie  
viel ungefähr drei Fünftel ist ... 
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Multiplikative Anteilsbildung 

Sophia:  

... ein Fünftel ist ja jetzt 0,2. Dann sind 

zwei Fünftel 0,4 und drei Fünftel, ehm, 

0,6. Und die Hälfte, also ein Halb, sind 

dann ...  

(überlegt) 

Also weil das ja das Ganze ist, ist es 

dann zwei Zweitel. Also ist es gleich 

eins. Und, ehm, ... das ist 0,5, also die 

Hälfte. Und dann noch 3,5 ...  

(meint offensichtlich den Bruch drei 

Fünftel) 

... das ist also 0,6 glaub ich. Und da 

muss man dann also, zehn ... 

 (überlegt) 

 ... mmm.  

Interviewer: 

Wieso jetzt geteilt durch null Komma 

sechs? Und nicht mal oder plus oder 

minus? 

Sophia:  

Ja weil, dann wär's ja mehr und das 

muss ja immer weniger werden, weil 

sie isst ja nicht mehr, als Tafel da ist. 



Didaktik der Zahlbereichserweiterungen 4.17 Jürgen Roth 

Ordnung und Dichte 

von Bruchzahlen 

Bruch 

Gibt es einen Bruch, der größer 

als  und kleiner als  ist? 

Getränkepackung 

Einen Firma stellt 

Einwegverpackungen für 

Erfrischungsgetränke in zwei 

verschiedenen Größen her.  

Um das Angebot abzurunden 

soll eine weitere Verpackung 

angeboten werden.  

Das Volumen der neuen  

Packung soll größer sein als 

das der Dose und kleiner als 

das der Flasche. 
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Ordnung und Dichte 

von Bruchzahlen 

Kilian:  
Ich w¿rdó erst mal nach einer 
Zwischenzahl suchen. 

Interviewer: OK. 

Kilian: 
Ein Eintel kann es nicht sein, weil das 

kleiner ist als  und kleiner als  ist. Er 

muss größer als  sein und kleiner als . 

Interviewer: 
Ob es überhaupt einen gibt ist da ja die 
Frage. 

Kilian:  Ach so é Nee. 

Interviewer:  Nicht. Warum nicht? 

Kilian: 
Ich schau einfach unten auf die beiden 
Zahlen, 3 und 2 und dazwischen kennó 
ich keine Zahl. 

Florian: Nee, ich glaub nicht. 

Interviewer: Warum nicht?  
Kannst du das versuchen zu erklären? 

Florian:  

Ja  ist ja schon größer als . 

Interviewer: Was bedeutet der Bruch ? 

Oder warum ist  größer als ? 

Florian:  
Nee, eigentlich ist es genauso groß. 

Interviewer: 
Da wäre die Frage trotzdem, warum  
ist das genauso groß? Kannst du das 
irgend erklären? Was stellst du dir da 
drunter vor? 

Florian: Das hier sind 3 Teile und das 
hier sind 2, aber es ist halt insgesamt 
gleichgroß. 
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Häufige 

Grundvorstellungsdefizite 

Fehlende oder nur in Ansätzen vorhandene  

Vorstellungen zum Bruchzahlbegriff 

Nicht entwickelte Vorstellungen zur 

Multiplikation und Division von Bruchzahlen 

Unreflektierte Übertragung von intuitiven  

Annahmen aus den natürlichen Zahlen auf  

die Bruchzahlen 

Falsche Orientierung an Nenner oder Zähler  

beim Ordnen und Vergleichen von Brüchen 
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Gegenmaßnamen 

Kontexte & Grundvorstellungen 

Einführung neuer Begriffe mit Kontexten verbinden, in denen  

die wichtigen Grundvorstellungen zum Tragen kommen. 

Produktive Übungsphasen 

Übersetzungsprozesse zwischen Grundvorstellungen 

fordern und fördern. Ĕ Grundvorstellungen können  

sich ausbilden und stabilisieren. 

Bedeutungsänderungen 

Bedeutungsänderungen bewusst machen bzw. von der 

Notwendigkeit einer Neubewertung alter Vorstellungen 

überzeugen (z. B. durch Aufgaben, die zum Nachdenken  

anregen; Kognitiver Konflikt ) 
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Spiel zu den 

Grundvorstellungen 
Wartha, vom Hofe: Mathematik lehren, Heft 128, 2005, S. 16 
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4.3 Grundvorstellungen 

 zum Rechnen mit 

 Bruchzahlen 

Kapitel 4: Rationale Zahlen ᴗ 
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Erweitern und Kürzen 

von Brüchen 

Erweitern & Kürzen    

4 

6 

2 

3 

Verfeinern 

Vergröbern 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 
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Addition und Subtraktion 

von Bruchzahlen 

Addition & Subtraktion    

Addieren 

Zusammenfügen, 

Hinzufügen 

Vorwärtsbewegen, 

Vorwärtsschreiten 

Weg-

nehmen 

Rückwärtsbewegen, 

Rückwärtsschreiten 

Subtrahieren 

(Gegenständliche) 

Operation 

Zahlenstrahl 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 
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Multiplikation  

von Bruchzahlen 

Multiplikation einer natürlichen Zahl mit einer Bruchzahl    

Abgekürzte Addition 

Von-Deutung 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 

Quasikardinalzahl 

Permanenzprinzip (Kommutativgesetz) 

σϽ
τ

υ
 ȩ σϽ

τ

υ

τ

υ

τ

υ

τ

υ
 

τ &İÎÆÔÅÌτ &İÎÆÔÅÌτ &İÎÆÔÅÌ 

ρς &İÎÆÔÅÌ
ρς

υ
 Quasikardinalzahl 

τ

υ
Ͻσ  ȩ 

τ

υ
Ͻσ σϽ

τ

υ

ρς

υ
 

oder 
τ

υ
Ͻσ

τ

υ
 ÖÏÎ σ 

ρς

υ
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Multiplikation  

von Bruchzahlen 

Von-Deutung 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 

Aus Skizze ablesen:  

Multiplikation von Bruchzahlen    

ς

σ
Ͻ
υ

χ
 ȩ 

ς

σ
Ͻ
υ

χ

ς

σ
 ÖÏÎ 

υ

χ
 

ς

σ
 ÖÏÎ 

υ

χ

ρπ

ςρ
 

Flächeninhaltsformel 

ὃ ὰϽὦ 

υ

χ
 

ς

σ
 

ς

σ
Ͻ
υ

χ
 

ὃ ρ 

Präsenzübung: Bestimmen Sie auf dieselbe Weise die Produkte Ͻ und Ͻ. 
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Vereinigung vieler 

Bruchrechenaspekte 

Jede ĂFlieseñ hat die 

Seitenlängen  und  

und ihre Fläche ist  

 der Gesamtfläche. 

 ist außerdem 

die Hälfte von einem 

Drittelstreifen, 

ein Drittel von einer 

Quadrathälfte, 

das Ergebnis der 

formalen Rechnung Ͻ. 

Hefendehl-Hebeker: Brüche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 2005, S. 20-16 

ρ

ς
 

ρ

σ
 

ς

σ
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ĂBruchgitterñ 

Bestimme die Fläche des 

Rechtecks mit den 

Seitenlängen  und . 

Erkläre dein Ergebnis an 

der Zeichnung und durch 

deine Rechnung. 

Finde andere Rechtecke 

mit dem selben 

Flächeninhalt. 

Usw. 

Hefendehl-Hebeker: Brüche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16 
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Division von  

Bruchzahlen 

Maß kleiner als die zu 

messende Größe. 

Beispiel: ȡ 

Zugehörige Frage:  

Wie oft ist  in  enthalten?ñ 

 

 

Maß größer als die zu 

messende Größe. 

Beispiel: ȡ 

Zugehörige Frage:  

Welcher Bruchteil von   

passt in ?ñ  

Teilen 

(Verteilen) 

Messen 

(Aufteilen) 

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen.  In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8 

τ

ω
ȡς  

Division von Bruchzahlen    

χ

ς
ȡ
χ

ρπ
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Division von Bruchzahlen 

 Č Messen 

Maß kleiner als die zu messende Größe:  ȡ  

Ĕ ĂWie oft passt  in ?ñ 

1 2 3 

χ

ς
ȡ
χ

ρπ
  

Beispiel:  Liter Wein sollen in  -Liter-Flaschen abgefüllt werden. 

 Wie viele Flaschen können gefüllt werden? 

Dividieren 

als Messen 
Verfeinerung  

der Einteilung 

Bruchzahl als 

Quasikardinalzahl  

Es können 

5 Flaschen 

gefüllt 

werden. 

χ

ς
ȡ
χ

ρπ
 
χϽ

ςϽ
ȡ
χ

ρπ
 
συ

ρπ
ȡ
χ

ρπ
 συ ἨἭἰἶἼἭἴḊχ ἨἭἰἶἼἭἴ υ 
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Division von Bruchzahlen 

 Č Messen 

Maß größer als die zu messende Größe:  ȡς 

Ĕ ĂWelcher Bruchteil von ς passt in ?ñ 

1 2 

τ

ω
ȡς  
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Dimensionen beim 

Aufgabenlösen 

Syntax Semantik Pragmatik 

Regeln, Formeln  Bedeutung, Sinn Anwendung, Gebrauch 

Formales Verständnis Inhaltliches Verständnis Handlungsverständnis 

3
2 :

4

2 4

1 3
= Ö

2 4

1 3

Ö
=
Ö

8 2
2

3 3
= =

ς ist mit  

zu messen. 

8
2

4
=

8 3
:

4 4

2
2 : 3

3
=

3
2 :

4

:4 ·4 

ς Liter Milch sind in 

ὰ-Gefäße zu füllen. 

ς volle Gefäße und ein  

 -volles von je ὰ. 

ςὰ 

Winter: Ganze und zugleich gebrochene Zahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 14-18 

= Ö
2

4
3
=

8

3

=8 : 3=
8

3

=
2 3

:
1 4



Didaktik der Zahlbereichserweiterungen 4.33 Jürgen Roth 

4.4 Grundvorstellungen 

 mit EXIs erarbeiten 

 

Kapitel 4: Rationale Zahlen ᴗ 
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Exis? 

Exis  

(Regelmäßiges) Sechseck S, (gleichschenkliges) Trapez T, 

Raute A, Rechteck R, großes (gleichseitiges) Dreieck G, 

mittleres (gleichseitiges) Dreieck M,  

langes (stumpfwinklig-gleichschenkliges) Dreieck L,  

kleines (rechtwinkliges) Dreieck K 

Literatur 
 Roth, J¿rgen: Eine geometrische Lernumgebung ī Entwicklung von Verstªndnisgrundlagen f¿r Bruchzahlen und das 

Rechnen mit Brüchen. In: Fritz-Stratmann, Annemarie; Schmidt, Siegbert (Hrsg.): Fördernder Mathematikunterricht in 

der Sekundarstufe I ī Rechenschwierigkeiten erkennen und ¿berwinden, Beltz Verlag, Weinheim, 2009, S. 186-200 

 Roth, Jürgen: Grundverstªndnis f¿r Bruchzahlen aufbauen mit ĂEXIñ 

 Ein Anschauungsmittel auf der Basis eines regelmäßigen Sechsecks 

S 
A 

M 

T G 

L 
K 

R 

http://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/geometrische_lernumgebung_bruchzahlen/ 

roth_geometrische_lernumgebung_bruchzahlen.pdf 
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Teil eines Ganzen 

Exi-Typ S T A L G M K R 

Anzahl der Teile 

Bruchteil von S 

S 
A 

M 

T G 

L 
K 

R 
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Teil eines Ganzen 

http://www.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi.html 

dynageo/exi_vortrag.html
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Erweitern und Kürzen 

Erweitern 

Bruchstück und das Ganze 

feiner unterteilen 

Kürzen 

Bruchstück und das Ganze 

gröber unterteilen 

 
Erweitern 

Kürzen 

=
Ö

Ö
=

Ö

Ö

http://www.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi_2.html 

dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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Addieren 

Addieren Dazulegen 

+ = ? 

+ = 

http://www.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi_2.html 

dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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Dividieren 

Dividieren ª Messen 

Maß kleiner als die zu messende Größe. 

ĂWie oft passt     in    ?ñ 

: = = 

http://www.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi_2.html 

dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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Dividieren 

Dividieren ª Messen 

Maß größer als die zu messende Größe. 

ĂWelcher Bruchteil von     passt in    ?ñ 

: = = ? 

http://www.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi_2.html 

dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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4.5 Repräsentationen  

 von Bruchzahlen 

 

Kapitel 4: Rationale Zahlen ᴗ 
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0 3 5 6 8 9 10 13 15 161 2 4 7 11 12 14

8 8 8 8 8

0 31 2 4

2

8 8 8 8 8 8

0 3 5 6 81 2 4 7

4 4 4 4 4 4 4 4

8 8 8

2 2 2

8

2

0 1 2

1

8

1 1

4

8

0 1 2

Verfeinern  Vergröbern 

0 3 5 6 8 9 10 13 15 161 2 4 7 11 12 14

8 8 8 8 8

0 31 2 4

2

8 8 8 8 8 8

0 3 5 6 81 2 4 7

4 4 4 4 4 4 4 4

8 8 8

2 2 2

8

2

0 1 2

1

8

1 1

4

8

0 1 2

Brüche ė Bruchzahl 
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Stammbrüche 
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Darstellung von  

Stammbrüchen 
Koepsell: Brüchen begegnen. Mathe-Welt, Heft 123, 2004 
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Darstellung von Bruchzahlen 

Hefendehl-Hebeker: Brüche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16 
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Darstellung von Bruchzahlen 

Vgl. zur 

Prozentrechnung 

folgenden Artikel: 

Kristina Appell: 

Prozentrechnen ï Formel, 

Dreisatz, Brüche und 

Operatoren.  

In: Der Mathematik-

unterricht, Heft 6, 2004,  

S. 23-32 

Koepsell: Brüchen begegnen. Mathe-Welt, Heft 123, 2004 
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Prozentgummiband 

Scholz: Das Prozentgummiband. In: Mathematik lehren, Heft 114, 2002, S. 69 






































