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Kapitel 4:
Rationale Zahlen Q

Und merk dir ein fur allemal
den wichtigsten von allen Sprichen:
Es liegt dir kein Geheimnis in der Zahl,

allein ein grol3es in den Briichen.
Goethe, Urfaust
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4.1 Grundvorstellungen
zu Bruchzahlen
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KOBLENZ - LANDAU ~  © ZU Bruchzahlen

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

‘. Tell (eines Ganzen) Resultat einer Division ‘

Vgl. Teill

Ein? - _ O | ﬂ) _ o D[ mehrerer
Dreiviertel- ; c(;jat\)nzer
torte (Padberg)

Relativer Antell

-01 8 - obt oU®

Quasikardinalzahl
- 06 EAOOAI

C6EAOQGAEAOMAIEAOOAI

Verhaltnis | \

Vergleichsoperator
-1 ADIOEAE &

nurwenn nicht | Absoluter Anteil
gerechnet wird! - 88 A O@E(f) E O

Quasiordinalzahl

0900000000000
- 88 £ A MG 00 990000000009
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Teil eines
Ganzen

: Didaktik der Bruchrechnung. Spektrum Akademischer Verlag, 20023, S. 41-50
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Hefendehl-Hebeker: Briiche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16

6
A

Darstellen
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Auflésen in Ketten

- von Einzeloperatoren
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: Didaktik der Bruchrechnung. Spektrum Akademischer Verlag, 20023, S. 35-38

1. Teil vom Ganzen
2. Maldzahl

3. Operator

4. Verhaltnis

5. Quotient

6. LoOsung linearer
Gleichungen
nN-x=m mit nml| N

7. Skalenwerte

8. Quasikardinalitat

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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ALBrg,che bei

Prediger: Briche bei den Briichen 7 aufgreifen oder umschiffen? In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 10-13

» Kardination

> Eine Zahl und eine Rechenaufgabe beantworten
| mmer eine Frage nach Awie Vviele

» Eineindeutigkeit zwischen Zahl und Zahlzeichen

> Jede Zahl hat genau eine Zahlbezeichnung.
» Visuell: Folge von Ziffern
» Auditiv: Folge von Grundzahlwortern (mit Stellenwertangabe)

» Diskrete Ordnung

> Jede Zahl hat einen Nachfolger und T auf3er der
kleinsten Zahl T einen Vorganger.

> Die Menge der Zahlen ist wie eine Kette mit Anfang,
aber ohne Ende.

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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ABr sche bei

Prediger: Briche bei den Briichen 7 aufgreifen oder umschiffen? In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 10-13

» Rechnen

> Jede Elementaroperation ¢ @ %z @ (wenn &2 &), ¢ wund
Do (wenn @ Teiler von ¢ ist bei, in der Ziffernsprache gegebenen
a und b unmittelbar durchfihrbar und liefert wieder eine Zahl in der
Ublichen Ziffernsprache.

» Einschrankung der Division
> Die Division & Dwist nicht immer restlos méglich.

> Wenn sie moglich und der Teiler ungleich p ist,
dann ist das Ergebnis kleiner als die geteilte Zahl.

~

» Multiplikation und Ordnung ( Mul t i pl i zi eren al s As

> Multipliziert man zweli Zahlen, die ungleich ttoder p sind,
so ist das Ergebnis grol3er als jede der beiden Zahlen.

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Wartha, vom Hofe: Probleme bei Anwendungsaufgaben in der Bruchrechnung. In: Mathematik lehren, Heft 128, 2005, S. 10-16

Lilly nimmt sich die Halfte der dargestellten Tafel Schokolade.
Davon isst sie — auf. Wie viele Stlcke hat sie gegessen?

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Moritz:

Also da muss man erst ausrechnen, wie
viel die Halfte ist. Das sind dann zehn
solche viereckigen Dinger. Und dann
muss man noch drei Funftel von zehn
iIrgendwie ausrechnen. Also wie viel drei
Flnftel von zehn solchen Dingern ist.

Interviewer:

Du kannst dir das jetzt gern alles
aufschreiben, was du so im Einzelnen
rechnest. (Moritz schreibt und tberlegt)
Welchen Teil willst du ..., oder tberlegst
du gerade?

Moritz:

Wie ich das jetzt, ... drei Flnftel von zehn
solchen Dingern wissen soll. Well es ist ja

die Halfte, ah, da kann man ja ein Halb
schreiben. Nein. (Moritz tUberlegt)

Multiplikative Anteilsbildung

Interviewer:
Was heil3t denn fur dich das drei
Funftel von zehn Stlck?

Moritz:
Ich weild nicht. Ich kann mir da nix
drunter vorstellen.

Interviewer:
Du versuchst das jetzt rechnerisch
Zu losen ...

Moritz: Ja.

Interviewer:

Kannst du das vielleicht mit dieser
dargestellten Tafel Schokolade
irgendwie graphisch I6sen, zum
Beispiel durch Wegstreichen ...

Moritz:
Ich misste halt dann wissen, wie
viel ungeféhr drei Flnftel ist ...

Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Multiplikative Anteilsbildung
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Sophia:

.. ein Funftel ist ja jetzt 0,2. Dann sind
zwei Funftel 0,4 und drei Flnftel, ehm,
0,6. Und die Halfte, also ein Halb, sind
dann ...

(Gberlegt)

Also weil das ja das Ganze ist, ist es
dann zwei Zweitel. Also ist es gleich
eins. Und, ehm, ... das ist 0,5, also die
Halfte. Und dann noch 3,5 ...

(meint offensichtlich den Bruch drei
Flnftel)

.. das ist also 0,6 glaub ich. Und da
muss man dann also, zehn ...

(Gberlegt)
.. mmm.

0.0, 6

Interviewer:

Wieso jetzt geteilt durch null Komma
sechs? Und nicht mal oder plus oder
minus?

Sophia:

Ja weil, dann war's ja mehr und das
muss ja immer weniger werden, welil
sie isst ja nicht mehr, als Tafel da ist.

0.0,6
Jo: €= N6,66¢

-4 o
;t A 666¢

=y
({ lOQ:/@
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@ KOBLENZ - LANDAU ' von Bruchzahlen

» Bruch
> Gibt es einen Bruch, der grélRer
als — und kleiner als - ist?

» Getrankepackung
> Einen Firma stellt
Einwegverpackungen flr

Erfrischungsgetranke in zwei
verschiedenen Grofden her.

> Um das Angebot abzurunden
soll eine weitere Verpackung
angeboten werden.

> Das Volumen der neuen
Packung soll grofer sein als
das der Dose und kleiner als
das der Flasche.

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Ordnung und Dichte
von Bruchzahlen

Kilian:
|l ch we¢gr dbo
Zwischenzahl suchen.

er st ma |

Interviewer: OK.

Kilian:
Ein Eintel kann es nicht sein, weil das
kleiner ist als — und kleiner als - ist. Er

muss grol3er als — sein und kleiner als -.

Interviewer:
Ob es uUberhaupt einen gibt ist da ja die
Frage.

Killan: Achs o €é Nee.

Interviewer: Nicht. Warum nicht?

Kilian:

Ich schau einfach unten auf die beiden
Zahl en, 3 und 2
ich keine Zahl.

nach ei

und

Florian: Nee, ich glaub nicht.

er .
Interviewer: VOarum nicht?
Kannst du das versuchen zu erklaren?

Florian:
Ja - ist ja schon grof3er als -.

Interviewer: Was bedeutet der Bruch -?
Oder warum ist — grof3er als -?

Florian:
Nee, eigentlich ist es genauso grof3.

Interviewer:

Da ware die Frage trotzdem, warum
ist das genauso grof3? Kannst du das
irgend erklaren? Was stellst du dir da
drunter vor?

Florian: Das hier sind 3 Teile und das

easiqy 2, aberieseist halk iesgeramt
gleichgrol3.

Jurgen Roth
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> Fehlende oder nur in Ansatzen vorhandene
Vorstellungen zum Bruchzahlbegriff

> Nicht entwickelte Vorstellungen zur
Multiplikation und Division von Bruchzahlen

> Unreflektierte Ubertragung von intuitiven
Annahmen aus den naturlichen Zahlen auf
die Bruchzahlen

> Falsche Orientierung an Nenner oder Zahler
beim Ordnen und Vergleichen von Briichen

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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» Kontexte & Grundvorstellungen

> Einfihrung neuer Begriffe mit Kontexten verbinden, in denen
die wichtigen Grundvorstellungen zum Tragen kommen.

Gegenmalinamen

» Produktive Ubungsphasen

> Ubersetzungsprozesse zwischen Grundvorstellungen
fordern und férdern. E Grundvorstellungen kénnen
sich ausbilden und stabilisieren.

» Bedeutungsanderungen

> Bedeutungsanderungen bewusst machen bzw. von der
Notwendigkeit einer Neubewertung alter Vorstellungen
tberzeugen (z. B. durch Aufgaben, die zum Nachdenken
anregen; Kognitiver Konflikt )

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen



UNIVERSIT;z“T”mu Spiel zu den
(F7 KOBLENZ \LANDAU ‘ Grundvorstellungen

Wartha, vom Hofe: Mathematik lehren, Heft 128, 2005, S. 16

DU KANNST D i 1 :
_ SUMPF Zodiea™ B e e £
- ~ . Renen.DANAH | T A ZAtLEn |
N ZWSTDUNOH Dy Ema.;_r
f&zﬁ Des schzes.: ' UND BEKOHMST.
’ S |%mwes€o§pes
. DAzu !

e

DARFST DIR EIN HAus
WunscHFEE AusSucen,
VOCH NICHT BESERT (ST,

&

SPIELREGELN
{1. PRO ZUG DARFST DUA,20DER 3FELDER GEHEN

ES GIBT NORMALE FELDER (DREIFike ) u. EREIGNISFELDER
2. EREIGNISFELDER DURFEN NICHT (BILDER)
UIBERSPRUNGEN WERDEN.
| 3. AUFEINEMFELD paar;::u MEHRERE SPIELER STEHEN
1 " (AusseR BEi DEN FEEN
| 4 SIEGER IST,; WER AM ENDE DAS MEISTE GELD HAT.
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Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

Erweitern & Kirzen

Verfeinern
Vergrobern

in der Mitte nochmals
1 falten i falten

in 3 gleiche { nochmals

Teile falten falten

e —

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

Addition & Subtraktion

Zusammenflgen,
Hinzufligen

Weg-
nehmen

Rickwartsbewegen,
Rickwartsschreiten

<= (Gegenstandliche) =

\ Operation

Vorwartsbewegen,
Vorwartsschreiten

VAVANWA AV
\VAVARVA A

Addieren Subtrahieren

G/ S hlenSstrah | =—

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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KOBLENZ - LANDAU von Bruchzahlen

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

Multiplikation einer natirlichen Zahl mit einer Bruchzahl

T T T 1T T i
o3 e o> - - - Abgekirzte Addition
8 L U UL U
&1 1T A0&1 1T £0AIT 1T A£O0QRuhbsikardinalzahl
pe&il /EC’%&‘I Quasikardinalzahl
T T T pPC . .
5 D e 5 D O 36 m Permanenzprinzip (Kommutativgesetz)
T T ... -
oder G:b 5 Ol & Von-Deutung

i B
o
L & g
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UNIVERS| TQHTIIIII il Multiplikation
@ KOBLENZ - LANDAU | von Bruchzahlen

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

Multiplikation von Bruchzahlen

539 e Sglf S Ol f Von-Deutung
o X OX O X
0 P Aus Skizze ablesen:
.. D TT
SOI + i
o X QP
U .
i Flacheninhaltsformel
0 a2
v S
< o X
0]

Prasenziubung: Bestimmen Sie auf dieselbe Weise die Produkte - 3- und - 3-.

Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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UNIVERSI Tﬂ””” Vereinigung vieler
@ KOBLENZ - LANDAU | Bruchrechenaspekte

Hefendehl-Hebeker: Briiche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 2005, S. 20-16

» Jede AFIl i ese

Seitenlangen - und -
und ihre Flache ist

— der Gesamtflache.

- Ist aulRerdem

N O

» die Halfte von einem
Drittelstreifen,

» ein Drittel von einer
Quadrathalfte,

» das Ergebnis der

= formalen Rechnung - 3-.

qQl®©
N

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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3 | [ L1 [ r
1 | | 1 | | |
| | | l l | l
5 | | [ I | | |
i S Ty Ny
2 | 1 | l | | | n
L L | | | >
| ( i l | | |
2 T T l | 1 ]

1 l l | | | l
| l l | ! | 1

K20 SN SRR AU NN S [ AN I R R

2 | | | | | | | >
| | l l 1 | ! |
| n | l | | |

1 f | S — }
| l l | | | |
| | | | | | |
1 | r | | | | | -

CY e e D e e e A e R A
| | |
| | |
1 | |

1 5
3 3
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Bestimme die Flache des
Rechtecks mit den

Seitenlangen - und -.

Erklare dein Ergebnis an
der Zeichnung und durch
deine Rechnung.

Finde andere Rechtecke
mit dem selben
Flacheninhalt.

Usw.
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KOBLENZ - LANDAU Bruchzahlen

Malle: Grundvorstellungen zu Bruchzahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 4-8

Division von Bruchzahlen » MaR kleiner als die zu

messende Grolie.

T ..
db_ > Beispiel: -d-
C n s
> Zugehorige Frage:

1\1 Wie oftist-in-ent hal t en

Teilen Messen
(Verteilen) (Aufteilen)
» Mald grof3er als die zu
messende Grolie.

> Beispiel: -d-
> Zugehdrige Frage:
Welcher Bruchteil von -

passtin-? i

Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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KOBLENZ - LANDAU & Messen

Malf? kleiner als die zu messende Grole: -g—
E AWi epassf—tin-? i

A A A

SEVSVR SEVITTL FENSIY SRR SrYSTIY
1

X, X
HHHHHHH Hhn

A

Beispiel: - Liter Wein sollen in — -Liter-Flaschen abgefillt werden.
Wie viele Flaschen kdnnen gefillt werden?
J ou .
X%X X cj;( %3( ou Dx b
C m ¢O T P TT Es ke
\ ) N\ s N— 7 S KONnnen
L - 5 Flaschen
Dividieren Verfeinerung Bruchzahl als gefilllt
als Messen der Einteilung Quasikardinalzahl werden

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Mald grof3er als die zu messende Grof3e: -

EAWel cher Brgpasstin€ifil v on

HHH "
1 2 W

A A

r \r A

\ I\ J\ J\ J\ J\ J\ J\ J\ J

v v v v v v v v v

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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UNWERMTA””” Dimensionen beim
@ KOBLENZ - LANDAU - Aufgabenlosen

Winter: Ganze und zugleich gebrochene Zahlen. In: Mathematik lehren, Heft 123, 2004, S. 14-18

Syntax Semantik Pragmatik
Regeln, Formeln Bedeutung, Sinn Anwendung, Gebrauch
Formales Verstandnis Inhaltliches Verstandnis Handlungsverstandnis
3 2 3 G ist mit - 2 = § ¢ Liter Milch sind in
2. 2 = 1 : 2 ZI} MU 4 - &GefaRe zu fillen.
8 3 8
2 é —:—=8:3=—= s ‘
= 4 4 3 - [ |¢ca
1 3 R
2 - | F |F
= 213)= - - -
1
g 2 4 4 ¢ volle GefaRe und ein
:5 :2§ 2_3 4 é_S —-volles von je - &
L] 4 -

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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http://www.juergen-roth.de/veroeffentlichungen/geometrische_lernumgebung_bruchzahlen/

roth_geometrische_lernumgebung_bruchzahlen.pdf

N RN PN
~__— e ~_~

» EXis
> (Regelméafiges) Sechseck S, (gleichschenkliges) Trapez T,
> Raute A, Rechteck R, grol3es (gleichseitiges) Dreieck G,
> mittleres (gleichseitiges) Dreieck M,
> langes (stumpfwinklig-gleichschenkliges) Dreieck L,
> kleines (rechtwinkliges) Dreieck K

» Literatur
Roth, J¢rgen: Eine geometrische Lernumgebung 1T Entwickl
Rechnen mit Brichen. In: Fritz-Stratmann, Annemarie; Schmidt, Siegbert (Hrsg.): Fordernder Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe I 1T Rechenschwierigkeiten erkennr80n un

Roth, Jurgen: Gr undver standnis f¢r Bruchzahlen aufbauen mit AE)
Ein Anschauungsmittel auf der Basis eines regelmafligen Sechsecks

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Tell elnes Ganzen

S T R
A
ExiTyp S T A L G M K R

Anzahl der Teilé

Bruchteil von S

(DI

Jurgen Roth
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dynageo/exi_vortrag.html

i

@ UNIVERSITAT
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Erweltern und Kirzen

.//lwww.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi 2.html

» Erweitern » Kilrzen
> Bruchstick und das Ganze > Bruchstiick und das Ganze
feiner unterteilen grober unterteilen

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Addieren

.//lwww.juergen-roth.de/dynageo/brueche/exi 2.html

» Addieren > Dazulegen

@9

A\
) AVS

6 6

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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Dividieren



dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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Dividieren



dynageo/exi_vortrag_verfeinern.html
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%
0 1 2

1 1 1

0 1 2 3 4

2 2 2 2 2

0 1 2 3 4 S 6 [ 8_

4 4 4 4 4 4 4 4 4

o0 1 2 3 4 5 6 7. 8 9 10 11 12 13 14 15 16

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8

| Briiche e Bruchzahl

Jurgen Roth Didaktik der Zahlbereichserweiterungen
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. Stammbriiche
KOBLENZ - LANDAU

1 1
2 2
1 1 1
3 3 3
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1
6 6 b 6 2] 2]
[ R FRRN U R
7 7 7 7 7 7 7
1 1 1 1 1 1 1 1
8 8 2 ] 8 8 2 2]
P IE R R B I DR R Y
9 9 9 9 9 9 9 9 9
S0 I S O S R T I T I A I A B S N S R
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
4 (1|1 1|1 (1111
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
I S I S I S I S I W N S I T N S I S I T I
12 12 112 |12 |12 |12 |12 |12 |12 |12 | 12
Jurgen Roth
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KOBLENZ - LANDAU | Stammbrichen

Koepsell: Briichen begegnen. Mathe-Welt, Heft 123, 2004

Férbe den angegebenen Teil der Streifen. Der gefdrbte Teil liegt immer unten.

1,0

R A R R R A R AT A AR
01 02 03 04 05 06 07 08 09
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Hefendehl-Hebeker: Briiche haben viele Gesichter. In: Mathematik lehren, Heft 78, 1996, S. 20-16
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Darstellung von Bruchzahlen

Koepsell: Briichen begegnen. Mathe-Welt, Heft 123, 2004

Vgl. zur 3

Prozentrechnung 4 e haonts

folgenden Artikel: Dezimalbriiche - Prozente
verschiedene Schreibweisen

Kristina Appell:

mit gleicher Bedeutung
Prozentrechnen i Formel,

Dreisatz, Briiche und

Operatoren. (; | 0‘1 0'2 013 "'014 ; OI.5. 016- - 0|7 ' O‘I AL 019 ‘IO
In: Der Mathematik- ’ ’ , , , , ’ ; 9 1
unterricht, Heft 6, 2004,
S. 23-32
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Scholz: Das Prozentgummiband. In: Mathematik lehren, Heft 114, 2002, S. 69
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