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Aspekte des Zahlbegriffs

Jurgen Roth

Didaktik der Grundschulmathematik

Zahlaspekt Beschreibung Beispiele Addition Subtraktion
Kardinalzahl Machtigkeit von Mengen, d. h. die | 3 Apfel Mengen- Restmengen-
Anzahl der Elemente. 1013 Moglichkeiten vereinigung | bildung
Zahlzahl: Folge der beim Zahlen eins, zwei, ...
durchlaufenen natirl. Zahlen fanf Studentinnen ... . o
Ordinalzahl ord " Weiter- Ruckwaérts-
ranungszan. o Lisa wurde beim zéhlen zahlen
Rangplatz eines Elements in einer Ny
: Wettrennen flinfte.
total geordneten Reihe
Nat. Zahlen dienen als Mal3- 3 Stunden Ad_c_iltlon / S.l.Jbtr?ktlon von
) ) : GroR3en zurickfuhren auf
Maf3zahl zahlen fir Grof3en. (In Relation zu | 4 kg :
) , o : Aneinandersetzen / Abtren-
einer gewahlten Einheit.) 100 Schritte )
nen von Reprasentanten.
Bezeichnung der Vielfachheit Ich habe dir das jetzt Operatoren- | Umkehrop.
Operator : : .
einer Handlung / eines Vorgangs schon finfmal gesagt! verketten aufsuchen
Algebraischer Aspekt: 3+4=4+3(Komm.)
(N, +) ist eine alg. Struktur mit 6+7)+3=6+(7+3) | Rechnen mit Ziffern im
gewissen Eigenschaften (Assoziativitat) Gegensatz zum Rechen mit
Rechenzahl - : : .
Algorithmischer Aspekt: Nat. 628 Zahlen beim halbschriftlichen
Zahlen lassen sich durch Ziffern- + 563 Rechnen und Kopfrechnen.
reihen darstellen (Ziffernrechn.) 1191
Kodierun Zahlen werden zur Bezeichnung | 76829 Landau
g von Objekten benutzt ISBN 3471207511
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| Prufziffer I
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0 bzw. 1:  Englisch

2: Franzosisch

Sprachbereich des Verlags
3: Deutsch

[ Nummer des Verlags

ISBN 3-8274-1LbH9-b

9183827411693
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» Eindeutigkeitsprinzip

> J e deZahldhgid  wi r d
ein Zahlwort zugeordnet.

» Prinzip der stabilen Ordnung

> Zahlworte haben eine
feste Reihenfolge.

> Es darf kein Zahlwort
ausgelassen werden.

» Kardinalzahlprinzip
> Die letzte Zahl beim Abzahlen
gibt die Anzahl der Elemente
(die Machtigkeit) der
abgezahlten Menge an.

Woran erkennt man Probleme

mit einzelnen Zahlprinzipien?

» Abstraktionsprinzip
gen&uEi nen Menge von

kann aus Elementen mit sehr
unterschiedlichen Merkmalen
zusammengesetzt werden, die
keinen nahe liegenden Bezlige
aufweisen, aber trotzdem
gezahlt werden koénnen.

» Prinzip
der beliebigen Reihenfolge
> Das Zahlergebnis ist

unabhangig von der Anordnung
der zu zahlenden Objekte.

> Zahlworter sind nicht

Eigenschaften der Objekte.

Fordermalihahmen?
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Kuropatwa: Didaktik der Arithmetik. Unveroffentlichtes Skript

Mengenmodell | Grofienmodell Zahlmodell

Ellicr: Lfmgcnmodcllz
—— —

Perlen ciner offenen Keltte

Maoadell

arithm.
Komponenten

Reprﬁseﬂtanteﬂ Mengen Strecken, Stibe, .. Zahlwarter der Zihlfolge
aquiv. Repris. gleichmicht. Mengen gleichlange Strecken
Hauptzahlaspekt Kardinalzahl Mafzahl Ordinalzahl (Zihlzahl)
i : e i
Kleinerrelation 9 6 DH o’
"weniger" "ktrzer" "vor"
. o O e ~
Addition % o® ' ) S0
o - "Streckenaddition” "weiterzahlen"
"Vereinigung disjunkter Mengen”
‘?
: !
. & ° R N N
Subtraktion )
) e "zuriickzahlen"
"Restmengenbildung” ADbtrennen/Einfiigen
Multiplikation LD = ' TN e
_ _ . B "Streckenaddition "rhythmisches
vereimgung cijunkler kongruenter Strecken” Zihlen"

dquivalenter Mengen”
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Radatz, Schipper: Erarbeitung des Zahlbegriffs. In: Radatz, Schipper: Handbuch fir den Mathematikunterricht an
Grundschulen. Schroedel, Hannover, 1983, S. 54 1 61

> Vielfaltige Zahl- und Schatztibungen Fragestellungen
. . . »Wie viele Personen sind in unserer Klasse ?“
’ Zahlen mlt Dlngen und DarSte"ungen z.B. {Midchen | Jungen | Lehrer Lehrerinnen
» Zahlibungen mit abstrakten Mengen = 2 120 !
. . - »Wie viele Gegenstinde sind in unserem Klassenzim-
» Rhythmisches Zahlen und Zahlverse mer “
» Zahlen mit allen Sinnen wahrnehmen -0 Ll | Papicrkorbe | Blumen
> Machti g keitsve rg leiche »Wie viele Geschwister hast du?*
] . z. B. [Anzahlder Geschwister | 0|1 [2([3 |45
> Quasi-simultane Zahlauffassung AnzahlderScholer | 7]6 |5 [0 [3]1
el derartigen Fragestellungen sollen Antworten wie
D Zahlen Zerlegen ;‘(eiﬂl}e‘ii ,,zrg}ic(}il.l:s“gu(i ;t;..udurgch elml}i1 Z%lhelrsetzt und
1€ ull wie die anderen natiirlc en Zahlen z. B il’l
. . Tabellen verwendet werden.
> Relationen zwischen Zahlen F
» ist kleiner als, gleich, ist grol3er als T I b S S S A S
. : 5+3 5-3 3-3 3-0 0+3 5+3—0
> |Iegt zwischen 5+2 5-2 2-2 4-0 0+4 5+4-0
541 5—-1 1—-1 5-0 0+5 5+4+5—-0
540 5—-0 0-0 5+0-0

» Zahlen der Grol3e nach ordnen

> Ziffern richtig lesen und schreiben ﬁ :E:E: %

> Die Zahl Null . - L o s
123 456%#8 3G
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Zahlen

KMK: Bildungsstandards im Fach Mathematik fur den Primarbereich (Jahrgangsstufe 4). Luchterhand, Minchen, 2005
http://www.kmk.org/bildung-schule/qualitaetssicherung-in-schulen/bildungsstandards/dokumente.html

Jahrgangsstufe 1

Jahrgangsstufe 2

Jahrgangsstufe 3

Jahrgangsstufe 4

Lebenswelt im
Hinblick auf
Mengen und
Zahlen erkunden
und untersuchen

Zahlen bis 20
erfassen und auf
verschiedene
Weise darstellen

Zahlen bis 100
erfassen und auf
verschiedene
Weise darstellen

Zahlen bis 1 000
erfassen und auf
verschiedene

Weise darstellen

Zahlen b. 1000000
erfassen und auf
verschiedene
Weise darstellen

Zahlen bis 20

zerlegen

Zahlen und Zahlen und Zahlen und Zahlen und
Rechenausdricke | Rechenausdricke | Rechenausdricke | Rechenausdricke
bis 20 bis 100 bis 1 000 bis 1 000 000

vergleichen und
ordnen

vergleichen und
ordnen

vergleichen und
ordnen

vergleichen und
ordnen

Jurgen Roth
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Pascalsches Dreleck

Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Miinchen, 1997

4 |40 Los 120 2901252 | 290 | 220 | 45N 10 N4

4 44 | 55| 165|330 2| 462330165 55\ 14 4

A 42 | 66 | 2201 495 #92 | 2% | #92 | ¥95]| 220] 66N 12 N4

I A4 A3 | 38| 286 F45[1203 1316 {1316 11283 315|286 | 32N\ 13 N4

41 A1 94 | Jb4]1001]j20021300313%32[300312002]1004) 364 94\ 14 R4

4 45 | 405 ] ¥55]1365/3003|5005 sbsslﬂls 5005|3003[{1365] 55| 10N 15 N4

A 46 | 120 | Se0 ﬂzolﬂ&l Fool 1svof1alioiuso [Fo08 (4368 120|560 [ 420\ 46
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Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Miinchen, 1997

L, L 0

R R D O
XK.

4 | 6 | 15|20 15 Re | 4

00000
Q00000
A D e T 0000 OO O

4 A3 | 38| 286 F45[1203 1316 (1716 128F| F15 | 20 32 N13 | 4

4 A4 | 94 | 364 1001jr002|3003|In32 1003|2002 |1004] 36 91 Ni% | 1 . . . . . . . . .

4 45 | 405 ] w55/ 1365)30603|5005 snﬂﬂjs 5005(300311365] oSN 105 N5 | A

A 46 | 120 | Se0 j4t20 4363|8002 ﬂwkzuo }nw f008 |4368 1920 | SeW 4120 Nee 4
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Pascalsches Dreleck

Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Minchen, 1997

4 1 =1 =20
. i 2 =2 =2!
1 2 |4 4 =2 (2 = 22
4 |3 |3 |4 8 =2 (2 (2 =23
4 1% |6 | |4 16 =24
4 |5 |40 J40 |5 |4 32 =2°
64 = 26
14 1 F |21 35352493 |4 128 =27
118 [28]|56|30)56]28]8 |4 256 =28
1 )9 |36 8u |420)126) 84 |36 [9 | 512 =2°
4 {40 | «5 | 120 210|252 | 210 | 220 | 45 |10 | 4 1024 =210
4 | 44 | 55| 1651330 Jus2 | 462 |330[165] 55 |44 | 4 2048 =21
A | 42 | 66 [270 | 495 | 92 | 92% | #92 | 495{220] 66 |42 | 4 4096 =212
a | 43| 32| 206|345 |120% [1346 [1316 1203|315 | 296 [ 30 | 43 | 4 8192 =213
4 | 4 | 94 | 3exfa0et|ro02[s003 3432 3003|2002 1004 | 364 | 54 | 14 | 4 ——) 16384 =214
4 | 45 | 405 | us5[1365| 3003|5005 usslms 5005|3003 11365| 55| 405 | 15 | 4 — 32768 =215
A | 46 | 120 | S0 |1920 [¥388 |fooB [ayofizbio ko [Ro0g [¥348 (1520 | 560 |420 |46 | 4 — 65536 = 216
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http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Zahlen und http://www.ijon.de/mathe/fibonacci/index.htm

Fibonacci-Zahlen

Jemand setzt ein Paar Kaninchen in einen Garten, der auf allen Seiten
von einer Mauer umgeben ist, um herauszufinden, wie viele Kanin-chen
Innerhalb eines Jahre geboren werden. Wenn angenommen wird, dass
jeden Monat jedes Paar ein weiteres Paar erzeugt, und dass Kaninchen
zwei Monate nach ihrer Geburt geschlechtsreif sind, wie viele Paare
Kaninchen werden dann jedes Jahr geboren?

Aus dem Re cLiberAbaagit h( Buch vom Abakus) des It
Leonardo von Pisa, der besser unter dem Namen Fibonacci (filius Bonacci) bekannt ist.

Definition: (Anzahl der Paare im n-ten Monat)
F,=10F =1

I:n+2 = I:n+1 + I:n

Jurgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik
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Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Munchen, 1997
http://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Zahlen und http://www.ijon.de/mathe/fibonacci/index.htm

Hasen- Fibonacci
uhr Eltern Kinder Enkel Urenke -Paare

i
*Wﬁf SR t R e
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Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Miinchen, 1997

A0 J40

8 |28 |56 |30 |56 |28 | &

36 |84 |426 |126 | 84 | 38

40 420 | 210 |252 |240 |420 10

330 |ksz (462 |330 ;

42 | 66 |22 492 |92% |¥92 220) 66 |12

38 | 256 716 1316 236 | +3

A4 368 ool y32 2002 36y 14

46 | 120 | 560 [i820 368 ool 14y0 hzlio §uko Foog k368 HF20 |560 |420 |46 g
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Enzensberger: Der Zahlenteufel. Hanser, Miinchen, 1997

g
;.

5 |40 '101 5

15 |20 | 15

35 |35

10 |

10 | 5 | 420 | 240 210 |120 | 45 |40

55 | 165|330 330 165 | 55

270 | k45 495|220

F15 35

45 | 405 | 455 [4365 5005 [6%35 K¥35 [So0s 365|455 | 405 | 45

420 | 560 1if20 1440 M2870 [HbYe §20 | 560 (420
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2.2 Stellenwertsysteme
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eins funf zehn finfzig  hundert funf- tausend
hundert
I V X L C D M
alternierende Flnfer-Zweier-Blindelung
Heutige Regeln (international vereinbart) Regeln der Rbmerzeit bis zum Mittelalter
1. Von links nach rechts werden zunéachst ggf. 1. Von links nach rechts werden zunachst ggf.
die Tausender, dann ggf. die Hunderter, die Tausender, dann ggf. die Hunderter,
danach ggf. die Zehner und schlief3lich ggf. danach ggf. die Zehner und schlief3lich ggf.
die Einer notiert. die Einer notiert.
2. Die Zahlenwerte kleinerer Zahlzeichen die 2. Kein Zeichen darf so oft vorkommen, dass die
rechts von einem grof3eren stehen, werden untereinander gleichen Zeichen in ein
zum Wert des gro3eren addiert. hoherwertiges umgetauscht werden kdnnten.
3. Ein Zeichen I, X oder C darf von dem jeweils 3. Abweichend von Regel 1 darf unmittelbar links
Funf- oder Zehnfachen abgezogen werden. vor dem ersten Zeichen der selben Sorte
Man notiert das abzuziehende Zeichen dann (h6chstens) ein weniger wertiges Zeichen
unmittelbar links vor dem zu vermindernden. stehen. Der kleinere Wert ist dann von dem

: grofReren abzuziehen.
4. Unter Beachtung der ersten drei

Regeln missen maglichst wenige
Zeichen geschrieben werden.

- Mehrdeutid

Beispiel: 99 = XCIX (heute) = LXXXXVIIII = IC

Jurgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik
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Romische Zahlschrift
e Stellenwertsystem

ROomische Zahlschrift MMMDCCCLXXXVIII

Dezimales Stellenwertsystem 3888

Alternierende Funfer-Zweier-Biindelung

Reine Zehnerblindelung

Jede Ziffer gibt auch die Bundelungseinheit an.

Stellung der Ziffer gibt Blindelungseinheit an.

Jede Ziffer hat einen festen Wert (geringfligige
Ausnahme: Regel 3), unabhangig von ihrer Stellung
im Zahlwort.

Der Wert einer Ziffer hangt von ihrer Stellung
innerhalb des Zahlwortes ab (Stellenwert).

Jede Ziffer Ubermittelt nur eine Information, namlich
ihren Zahlenwert.

Jede Ziffer Ubermittelt zwei Informationen, namlich
ihren Zahlen- & ihren Stellenwert.

Den Zahlenwert eines mehrstelligen Zahlwortes
erhalt man im wesentlichen durch Addition, daher ist
eine Ziffer 0 in diesem Zusammenhang nicht
erforderlich.

Zahlenwert eines mehrstelligen Zahlwortes durch
Kombination aus Multiplikation & Addition. Nicht
besetzte Stellen innerhalb eines Zahlwortes miissen
kenntlich gemacht werden. E Ziffer 0 erforderlich.

Fur groRere (und kleinere) Zahlen werden standig
weitere Zeichen bendtigt.

Fur beliebig grof3e (und kleine) Zahlen kommt man
mit zehn Ziffern aus.

Die Zahlwdrter sind vielfach relativ lang und
kompliziert zu lesen.

Die Zahlworter sind relativ kurz und einfach zu lesen.

Schriftliche Rechenverfahren (besonders die
Multiplikation und die Division) sind &uf3erst
kompliziert und langwierig.

Schriftlichen Rechenverfahren kdnnen rasch,
elegant und weitgehend unkompliziert durchgeftihrt
werden.

Jurgen Roth
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7 8 10 11
6 7 10 11 12
6 10 11 12 13

10 11 12 13 14

10 11 12 13 14 20

10 11 12 13 20 21 22

10 11 12 20 21 22 100 101

10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010

Stellenwertsysteme

N e i
N NN N DNDNN
W W W W w w

SIS NG, ey
o

Zentrale Begriffe: Blndelung
Stellenwert

Jurgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik
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Zaubertrick

32 33 34 35 36 37 38 39

40 41 42 43 44 45 46 47

48 49 50 51 52 53 54 55

50 57 538 59 o060 61 62 63
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Zaubertrick

16 17 18 19 20 21 22 23

24 25 26 27 28 29 30 31

48 49 50 51 52 53 54 55

50 57 538 59 o060 61 62 63
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Zaubertrick

8 9 10 11 12 13 14 15
24 25 26 27 28 29 30 31
40 41 42 43 44 45 46 47

50 57 58 59 60 61 62 63
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Zaubertrick

20 21 22 23 28 29 30 31
36 37 38 39 44 45 46 47

52 533 54 55 60 61 62 63
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Zaubertrick

18 19 22 23 206 27/ 30 31

34 35 38 39 42 43 46 47

50 51 54 55 58 59 62 63
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Zaubertrick

17 19 21 23 25 27 29 31

33 35 37 39 41 43 45 47

49 51 53 55 57 59 61 63
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3240 1644 819 410 219 Lo
1, 1
2. 1 0
3.0 1 1
4, 1 0 0
5, 1 0 1
6,0 1 1 0
710 1 1 1
8,0 1 0 0 0
9, 1 0 0 1
104, 1 0 1 0
11, 1 0 1 1
12, 1 1 0 0

Jurgen Roth
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324, 16,4 810 410 210 1y
13,, 1 1 0 1
14,, 1 1 1 0
15,, 1 1 1 1
164, 1 0 0 0 0
174, 1 0 0 0 1
18,, 1 0 0 1 0
19,, 1 0 0 1 1
204, 1 0 1 0 0
21, 1 0 1 0 1
2214 1 0 1 1 0
23, 1 0 1 1 1
24, 1 1 0 0 0
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324, 16,4 810 410 210 1y
25,4 1 1 0 0 1
264, 1 1 0 1 0
2714 1 1 0 1 1
28, 1 1 1 0 0
29, 1 1 1 0 1
304, 1 1 1 1 0
31, 1 1 1 1 1
32,, 1 0 0 0 0 0
33, 1 0 0 0 0 1
34,, 1 0 0 0 1 0
354, 1 0 0 0 1 1
364, 1 0 0 1 0 0
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324, 16,4 810 410 210 1y
37,0 1 0 0 1 0 1
38,, 1 0 0 1 1 0
39,, 1 0 0 1 1 1
40,, 1 0 1 0 0 0
41, 1 0 1 0 0 1
42,, 1 0 1 0 1 0
43,, 1 0 1 0 1 1
44, 1 0 1 1 0 0
45,, 1 0 1 1 0 1
46,, 1 0 1 1 1 0
47, 1 0 1 1 1 1
48,, 1 1 0 0 0 0
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324, 16,4 810 410 210 1y
49,, 1 1 0 0 0 1
50,, 1 1 0 0 1 0
51, 1 1 0 0 1 1
52,, 1 1 0 1 0 0
53, 1 1 0 1 0 1
54, 1 1 0 1 1 0
55,, 1 1 0 1 1 1
56, 1 1 1 0 0 0
57,0 1 1 1 0 0 1
58,, 1 1 1 0 1 0
59,, 1 1 1 0 1 1
604, 1 1 1 1 0 0
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Zahlda[rstellung im Dualsystem

3210 1610 810 410 210 110
61, 1 1 1 0 1
624, 1 1 1 0
63, 1 1 1 1 1

Jurgen Roth
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V| V|V | E
11213
31211
10 |10 10

“Addition im 4er-System
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Multiplikation im 4er-System

w0, 1 2 0

1024,, 256, 64, 164 4, 1,

Didaktik der Grundschulmathematik
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BUndeIn und Entbundeln

WeiBBbrote

Schwarzbrote
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2. Heute werden Zahlen verwendet. Wie viele Zehner? Wie viele Einer?

Jurgen Roth Didaktik der Grundschulmathematik












