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http://www.juergen-roth.de/dynageo/kreis/kreis_umfang_inhalt.html

- Figur ~ Term /Formel |  Funktion
o n=[1 ] r= . pFldcheninhalt A(r)
g A= As - [Ymreng U
Uo = U= i
4 A=mnr?
U=2n"r
. =m-2r
4 0 | Radius=14 | 32 &
& 0 || Anzeige=8 | 8 f >
r
Dymﬂﬁmmix
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UNIVERSITATmu | Darstellungen

KOBLENZ - LANDAU | In Beziehung setzen

stematische Variation i Eine Lernumgebung vernetzt Geometrie und Algebra. In: Mathematik lehren
Heft 146, Februar 2008, S. 17-21 7 http://www.juergen-roth.de/dynamal/vierecke/trapezflaeche_funktional.html

Koordinatendarstellung Flacheninhaltsformelr o Flacheninhalt
M (hjA) O(alA) O(clA) ™Trapez O1 02 h | A(h)
MA(h) DOA@ OA(c) [ODreieck Il -05 |
[l Parallelogramm 8 1 '
Tabellendarstellung [ Rechteck 0]
h|A(h) OalA(@) OclA(c) O Quadrat [ 051
71 1
a=3 =a+_°. ,
o ATrapez 2 h 1o
c=1 6 - 2|
-— 25 |
h=15 3|
I 51| 35|
A =3
grau 4.
3-
(1.5 3)
D¢ C y = 2x
[ ] 2_
d h b A
VA 1
A a B
0 h Streckenldngen
8 7 6 5 4 3 2 0 1 2 3 4 €p
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Buchstaben

Variable

> bezeichnen in der Algebra in der Regel Variable

> treten in unterschiedlichen Kontexten auf

» Unbekannte: CwpPp X
» Allgemeine Zahl: WwIAT T
» Veranderliche: WM ¢ W p
» Platzhalter: Cwp

> sollten einheitlicha | s AV deazeichAnetlwerdien
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Q| Aspelzte des Variablenbegriffs

Malle: Didaktische Probleme der elementaren Algebra. Vieweg, Braunschweig/Wiesbaden, 1993, S. 79-83

Variable konnen Zahlen aus einem Bereich
auf verschiedene Weisen Ar epr @2 senti ereno

» Einzelzahlaspekt (7o)X gt
> Variable als beliebige, aber feste Zahl aus dem Bereich.
> Nur eine Zahl aus dem Bereich wird reprasentiert.

» Bereichsaspekt
> Variable als beliebige Zahl aus dem Bereich.
> Jede Zahl des Bereichs wird reprasentiert.
> Dieser Aspekt tritt in zwei Formen auf:
» Simultanaspekt " g (0° @) o= O° WA
Alle Zahlen aus dem Bereich
werden gleichzeitig reprasentiert.

» Veranderlichenaspekt "Qw =w @ p Anderungsverhalten?
Alle Zahlen aus dem Bereich werden
in zeitlicher Aufeinanderfolge reprasentiert.

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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I Al v £ | ¥

(x)
1222,0000

Einstellen des x-Wertes mit d 1153,0000
Hilfe der Schieberegler ; 1086,0000
x-Wert Gamzahl . 1021,0000

einstellen , 958,0000

“ Zehntel 897,0000
, 838,0000

Hundertstel , 781,0000
726,0000
673,0000

Schrittweite der \ 622,0000
Tabelle einstellen

>

Hinweise zum Arbeiten Zurlick zum Qualitative Anzelge
itder Tabell

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Terme sind formal Zeichenreihen, die selbst Zahlen darstellen
oder durch Einsetzen von Zahlen in Zahlen Gbergehen.

ﬁeispiele \
1. Jede Zahl

Was ist ein Term?

ISt ein Term. a Variable
2 Zahl
2. Qede_ V_alfriable 34+ h Summe
t : ]
istetn term T,(x)=x-5 Differenz
3. Sind T, und T, Terme, I;(c)=10-c Produkt
dann sind auch y _
(T, +T), (T,7 T, 1 Quotient
T, -T.), (T, :T,), 2
grelrmez_) T+ T (x-5)+10-c  Summe

\_ 0 Te

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Sichtweisen fur Terme

Roth: Systematische Variation i Eine Lernumgebung vernetzt Geometrie und Algebra.
In: Mathematik lehren, Heft 146, Februar 2008, S. 17-21

Term als
Rechenschema - Bauplan

N O pip w

~ ~

C W W 0 ¢ W

Gleichheit als Wertgleichheit . ) ,
0 —20Q
Aquivalenz von Termen S
Termumformung als Termumformung als
Vereinfachung von zulassige Veranderung
Berechnungen des Planes

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Term als Rechenschema

namisch i Mit Tabellen Terme analysieren. In: Mathematik lehren, Heft 137, August 2006, S. 14-16

Monatliche Stromkosten:

> monatl. Verbrauch: wWE 7 E Mit Variablen:
> Verbrauchspreis: tip UOOFE 7 E > Verbrauchspreis: N
> Grundpreis: X0 > Grundpreis: 0O
> Mehrwertsteuer: p up
Rechenschema: allgem. Rechenschema:
mpu o X ppw N O plp w

In der Praxis: Tabellen als Berechnungsschemata

Verbrauch Einzelpreis | Zwischen- Grundpreis Netto Rech- Mehrwert- | Rechnungs-
in KWh in UW/kWh ergebnls P nungsbetrag | steuer 19 % betrag
Tip U

Xt 10 Xt 10 plo O
P Tip U TthDUO X 10 Xip WO plo ¢© IHMO
C Tip U o 70 Xt 10 xlo 10 plo ©® Whp ©
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Der Term ist eine Differenz. [(a i 3):5713-(2+ b)] i 5¢
Minuend: Differenz
Minuend: Quotient
Dividend: Differenz
Minuend: a
Subtrahend: 3
Divisor: 5
Subtrahend: Produkt
1. Faktor: 3

2. Faktor: Summe
1. Summand: 2
2. Summand:b

Subtrahend: Produkt
1. Faktor: 5
2. Faktor: C

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Kalkulvorstellung

Wiegand/Wiegand: Der Termbaukasten i Ein aktiver Einstieg in die Algebra. In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 44-46

Aufgabe 1 (Kalktlvorstellung)
Die Strohhalme sollen die Begren- I
zungen beliebiger ebener Figuren |

darstellen.

Legt verschiedene Figuren und

gebt zu jeder Figur den zugeho- U=2a+2a+a+a+a+a
rigen Term zur Berechnung des = 8-a

Flacheninhaltes und des Umfangs A =g-a+2-a-a=a2+ 2-32
an (zuerst in ausfuhrlicher und = 3-g2

= a
Versucht, eine entsprechende

dann in moglichst kurzer Form).
Regel zu formulieren.

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Kalkulvorstellung

Wiegand/Wiegand: Der Termbaukasten i Ein aktiver Einstieg in die Algebra. In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 44-46

Typische Losungsanséatze und Fehler

___-I C{ =2+ 24+ J+q+arq+a+4 r l U= lqn\fjt.. Yorm:
| =404 RN 34 +2:a+2:a+34
I____ A=2qa+2aq= (4% e Kurze Form:

a™ oder 40-a

fre_( 4 A (atb)- (J-t-a) - (df)

-
W e U farb) b
a b
A butn: (a46)* (4F)
U burgt al

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Kalkulvorstellung

Wiegand/Wiegand: Der Termbaukasten i Ein aktiver Einstieg in die Algebra. In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 44-46

Aufgabe 2 (Kalkulvorstellung) Aufgabe 4 (Einsetzungsvorstellung)
Legt aus 5 Rechtecken eine Figur. Setzt nacheinander flr x die Zahlen
Beschreibt den Flacheninhalt auf —-4;-3; -2; ...; 3; 4 in die folgen-
unterschiedliche Arten. den Terme ein. Fertigt eine Tabelle

an und beschreibt eure Beobach-

tungen.

a 2'x+3

b 3:x+4

c —-2:x+3

d x-1)-(x-1)

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Kalkulvorstellung

Wiegand/Wiegand: Der Termbaukasten i Ein aktiver Einstieg in die Algebra.In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 44-46

Aufgabe 3 (Gegenstandsvorstellung)

Schaut euch die folgende Reihe a Gebt jeweils die Gesamtzahl
aus regelmaBig wachsenden der Plattchen im Muster an.
Plattchenmustern genau an und b Stellt einen allgemeinen Term
versucht, sie fortzusetzen: auf, mit dem man die Gesamt-
'YXXY zahl der Plattchen bestimmen
6666 o @ kann (ohne alle Plattchen zu

66 e ® @ e Shi

e e @ o o @ zdnlen).

00 0060006 0060060

Jurgen Roth Didaktik der Algebra



|

UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

iegand: Der Termbaukasten i Ein aktiver Einstieg in die Algebra.In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 44-46

Kalkulvorstellung

Zugange und Strategien

K. Mucter  mi. Mucter  gr. Musfer 66O 6 @
b4 12 16 @ @ @ e
0006 6060666

Plu.s .

Y- b2t ((h-2)-2) 1. Dann b,
W) -4 Formel+ (x4
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Klammergebirge

Kortenkamp: Terme erklimmen i Klammergebirge als Strukturierungshilfe. In: Mathematik lehren, Heft 136, Juni 2006, S. 14-16

Ein Werkzeug zur 37 1)
Strukturierung von Termen

98+ 2 6) (2+2)
98+ (31 1)-6) (2 +2) = 110 4 = 440

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Regeln und Formeln

In zwei Richtungen lesbar!

—>
a(b+c) =ab ac
P M

Terme einsetzen:

(x+y) @Qu 3% (x y 2u (& ¥3

Doppelfunktion von Formeln:

Objekt einer <> Regel fur
Termumformung Termumformungen

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Regelhierarchie

» Fur Termumformungen

muss man rechnen kénnen!
(u. a. mit Briichen und negativen Zahlen)

» Von Links nach Rechts

» Was in Klammern steht
wird zuerst berechnet.

» Punkt vor Strich!

» Potenzen!?

Andreas: puv ¢ UL p
Bernd: PL QD CoTmp
Carolin. puv ¢ 00O
Welches Ergebnis ist richtig?

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Frage nach dem AWar um?i:
» Zielangabe

> Al ch mPchte I n 2(x + y) die KI| ar
» Wegangabe

> ADazu multipliziere i ch Jjeden St
» Begrundung

> ANach dem Distributivgeiset z gi |t

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Lernen der Formelsprache

1. Intuitiver Gebrauch > Regeln entdecken und anwenden.
> Verankerung der Sprache im > Handlungsmuster bei
Umgang mit Zahlen und GroRen. Termumformungen einpragen.
> Nicht Uber Sprachelemente reden, > Sicherheit im Umgang mit der
sondern sie verwenden. Sprache erwerben.
2. Reflexion 4. Nutzung
> Sprachelemente, ihre Verwendung > Neue Einsichten in mathemati-
und Erfahrungen mit ihnen sche Sachverhalte gewinnen.
reflektieren. > Kenntnisse Uber die Sprache
> Uber Variable, Terme und den vertiefen.

Umgang mit ihnen sprechen. 5. Erweiterung

> Geeignete Bezeichnungen
Celg unge > Bruch-, Wurzel-,
einfihren.
Potenzrechnung, neue Terme
3. Erkundung und Aneignung Trigonometrie

> Ausdrucksmoglichkeiten der
Sprache erkunden.

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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KOBLENZ - LANDAU Intuitiver Gebrauch

Bestimme die Zahl, fiir die x steht.
a) 1294+ x =140 b) x+34=1751 ¢) 130—x =95 d) x—20 = 295

Ubertrage die Tabelle in dein Heft und fiille sie aus.

a) «x 0 1 2 10 | 50 b) a 1 s |10 15| 20
y 1 3 5 2 1 b 1 [ 10 | 3 5 7
2'1‘}’ 2-a+3-b

Versuche, die passenden Zahlen zu finden, die in dem Zahlenrétsel fehlen.

a) 2+ 4 =10 b) 2.- @ = 6 ¢) 3+ 1 = 1
S S : C +
1+ @ =3 5.2 =0 o+ 3 =@
A+ 0 =@ B v =9 6+ .4 =W

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Rechenvorschriften wie
x-2+1, 3-x+2-y, 3-(a+b), 2-a-b
heil3en Terme mit Variablen.
Fiir die Variablen konnen Zahlen eingesetzt werden. Man kann dann
den Wert des Terms bestimmen. Dabei mull man beachten:

Punktrechnung (- und :) geht vor Strichrechnung (+ und —).

Was in Klammern steht, wird zuerst berechnet.
Beispiele: 2+3-x (x+1)-3
Fiir x die Zahl 5 eingesetzt ergibt:
24+3.5=24+15=17 (5+41)-3=6-3 =18

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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UNIVERSITAT Wi |
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Um die Gesamtflache der Dreifachturnhalle einer Realschule
zu berechnen, schlagen die Schiiler zwei Moéglichkeiten vor:

A1=a-(b+c+fd)

A, = |
a-b + a-c + || a-d
b=1650m c=1680m | d=1640m

p————a=24,60m

— 48,70 m=b+c+d !

1. Maglichkeit 2. Moglichkeit

Ai=a-(b+c+d) A,=a-b+a-c+a-d
Ai=246m-(16,5m+ 16,8 m +16,4 m) A,=246m-16,5m+24,6 m-16,8 m
A,=24,6m-49,7m +24,6 m-16,4m
A,=1222:62'm° A, =405,90 m* + 413,28 m + 403,44 m?

Jurgen Roth Didaktik der Algebra



i . Formelsprache:

UNIVERSITAT Wi |
@ KOBLENZ - LANDAU Erkunden und Aneignen
Esgilt Al - Az
und somit: a-b+c+d)=a-b+a-c+a-d

= Die Klammer kann durch Ausmultiplizieren aufgelost wer-
den. Dies ist auch bei negativen Summanden moglich:
a-b+c-d)=a-b+c+(-d)]=a-b+a-c+a-(-d)
a-b+c-d) = a-b+a-c-a-d

Klammern auflésen:

a(b+c)=ab+ac a(b—c)=ab—ac —(b+c)=(-1)(b+¢c)=—-b—
&L L N

(b+c)a=bat+ca (b-cja=ba—ca —(b—c)=(=1)(b—¢c)=-b+c
N \_‘} A

Jurgen Roth Didaktik der Algebra



| I, Formelsprache:

UNIVERSITAT | |
@ KOBLENZ - LANDAU Erkunden & Aneignen

Sind diese Terme aquivalent?

3 1., 3 ; 11,
Tl(X)_EX TZ(X)—ZX -EX =ZX
T,(0)=0 T,(0)=0

3 3
T =3 T =3
T1(2) =3 Tz (2) =3

_9 _9
T(@)=> T.()=7

T.(4)=6 T1,(4)=12

Jurgen Roth

Didaktik der Algebra
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KOBLENZ - LANDAU | Erkunden & Aneignen

nageo/termaequivalenz/

|

——s1. Schritt = ~2* x=-1 20

- 2 Schritt

Sind folgende Term aquivalent? +
f(x) = 3/2 x
g(x)=1/4 x4 -3/2 x> + 11/4 x?

;421110 9 8 -7 6 -5 -4 3 -2 1
X f(x) 9(x)
0 0

1,5 1,5
3 3
4.5 4.5

L Pl | = | =

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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KOBLENZ - LANDAU | Erkunden und Aneignen

Mateos: Enaktive Zugange zu Termen mit Streichhélzern und Wendeplattchen in Klasse 8. In: MNU 64/7, 2011, S. 397-401

e o ® O
® [
Aus wie vielen Punkten besteht das Quadratmuster, .
wenn eine Seite des Quadrates aus n Punkten besteht?
® @
® o s+ &0

Jurgen Roth Didaktik der Algebra



UNWERS”EW”” N Formelsprache:
(77 KOBLENZ | LANDAU ' Erkunden und Aneignen

Sinn von Termumformungen
> Gedachtnis entlasten

> numerisch Berechnungen vereinfachen

> Formeln vereinfachen
oder auf eine bestimmte Gestalt bringen

> Grolken konnen wegfallen
E Nicht-Abhangigkeiten konnen erkannt werden

> aus einer Formel verschiedene Zusammenhéange
bzw. Interpretationen herauslesen

> Hilfsmittel zum Gleichungslosen

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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(77 KOBLENZ | LANDAU | Erkunden und Aneignen

Bedeutungen des
Gleichheitszeichens

Aufgabe-Ergebnis Vergleich

Zuweisungszeichen Vergleichszeichen
(Handlungszeichen) (Beziehungszeichen)

Lernziel

Jurgen Roth Didaktik der Algebra



UNIVERS! Tﬂ””” Formelsprache:
(77 KOBLENZ | LANDAU | Erkunden und Aneignen

Erarbeitung der Termumformungen
1. Schritt: Ordnen

2. Schritt;: Zusammenfassen

3. Schritt; Klammern auflésen

Zunéachst Spater
VOWT W 0weg W VLOWWT W OWEC W
VOWWT W @ WWC W UVOWWE WWT W ¢ W
UVWWO OWT W C W PP WW W
L Puw (T Qw wIp p WQ)
PP WU W
wIp p WC)

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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UNIVERSITAT W

KOBLENZ - LANDAU Erkunden und Aneignen

Einstieq: Die Seitenlange a eines Quadrates
wird um b vergréRRert. Wie andert bl ab b2

sich der Flacheninhalt des Quadrates?
(a+b)’= a’+2ab+b’

al] a2 ab
, & S
Erarbeitung: (a+b) = (a+ b!-!a+ b) .
a
= a2 ++ b2
= a’+2ab+b’
Probl ;
Ergebnis: (a+b)’= a’+2ab + b* heikt (a+:oo)2 ;I:Zin
1. binomische Formel (Plusformel). (2Xy+3VW)2

Sicherung: (X + V)2, (x + 3)2, (5 + 2)?, (a + 2b)?,
(X2 +y3)?, ¢c?+ 2cd +d?, é

Vertiefung: Verwandle (a - b)?in eine Summe.
Lasstsi ch di ese Aussage geohal@

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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E7 UNIVERSITAT”” Formelsprache:
KOBLENZ - LANDAU Nutzung der Sprache

Algebraischer Beweis zum Satz des Pythagoras
von J.A. Garfield (1881 Prasident der U.S.A.)

() Ay =Ap *Ap, T Ap A Flache des Trapezes

1 + 1 + 1.2
2ab 2ab 5C

() A, =5 Oa+b)

=1 (a+ b)2

), (Il
Q(( )ab + %cz = %(a + b)2

V 266 +c? =a? + 246 +b2 Y 2 =a? +p? "

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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KOBLENZ - LANDAU Nutzung der Sprache
» Entdecken von Sachverhalten :2; fg zg
> Induktiv, deduktiv 0. Hypothesen widerlegen 42 =16 > 4
> Beil spi el : AQuadrlere. > 7 t
» Formulieren der Sachverhalte U al R\[0;1]
als mathematische Aussagen T
» Begrinden der Aussagen == m%
> Logische Struktur (Voraussetzung, w11
Behauptung) herausarbeiten. Fallunter-
scheidung

> Ziele des Begrindens
» Wahrheit einer Aussage sichern
» Einsicht in den Sachverhalt vermitteln

» Verstehen der Sachverhalte

» Ziel: Anregen von geistigen Prozessen, die zu
(neuen) mathematischen Erkenntnissen flihren

Formelsprache:

y
3

2,5
2
15

1

0,5

. -15 -1 -05 05 1 15

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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 Beispiel: Potenzen

» Permanenzprinzip

> Erweiterungen so, dass die bisherigen
Gesetze & Rechenregeln gliltig bleiben!

> Bel Erweiterungen jeweils Uberprifen!

Forr}lelsprache: Erweiterung

» Potenzen mit Exponenten aus w:

Beispiel: 2°=2DP2Q 2C
5Fal2?oren
» Definition: Fir®oN s und &N s mite ¢ gilt: a"=a®.M;
» Bezeichnungen: n Faktoren

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Rechengesetze: dRE N & p und ®ON A

Forrﬁelsprache: Erweiterung

Def Def.

D a"@ =a.; @.& G w

.m Faktoren n Faktoren

J

m-+n Faktoren

e
Fakt ~ ) .
LRy I a™" fir m>n
Def. aO” i)KUrzen!T )
s>at:a'l = —— =31 fur m
kaO.. 6()) 7 1
nFaktoren ,I: — fur m<n
| a

Jurgen Roth Didaktik der Algebra
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Formelsprache: Erweiterung

Rechengesetze: dRE N & p und ®ON A

n Def.

5SS (am) = a” O a?b
nFaIEoren
f émFaktoren 6 m%ktoren
Det. N s R
=& 0 al@®. @EOa
e 0 e
& - G )
nKIarFmern
.s .[.)ef' rnm
—a0OalO a-=
m(EF;J(toren
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Forr}lelsprache: Erweiterung

Rechengesetze: A FE N & p und ON A

Sanal 7™ [l % ]
a"@ a™ :vgl. Def.]

Da Gleichungen eindeutig I6sbar
bleiben sollen, muss festgelegt werden:

>Sam"@ am &8 [vgl. S ]

a —a

el ist neutrales Element

a"Q = a" é
gder Multiplikation.

: 0 —
Wie oben muss man also festlegen: a =1
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