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Lésungshinweis zum 5. Ubungsblatt

1. Folgerungen aus den Gruppenaxiomen
Beweisen Sie die folgenden Aussagen (3) bis (6) mit Hilfe der Gruppenaxiome und den
bereits bewiesenen Folgerungen aus den Gruppenaxiomen:

(3) Eindeutige Existenz eines neutralen Elements:
Jlece Voce €00=0

(4) Eindeutige Existenz eines inversen Elements
vaeG E”a—lEG a_lo a=e

(5) Eigenschaften der Inversen
a) el=e
b) (@) '=a
c) (aeb)t=blog?

(6) Eindeutige Losbarkeit von Gleichungen
a) e xoa=b
b) 3l,cc aoy=>b 8 BE

Beweise:

(3) Annahme: Es gibt neben e ein weiteres neutrales Element e”.

2 o
Vecg €ca=a = e’(=) e‘ce=e & Widerspruch zur Annahme

(4) Annahme: Es gibt neben o™ ein weiteres inverses Element a“ zu a.
‘ _ / (E) ‘ (1) / -1 (@) ‘ -1
ag’ca=e = a’ =a‘ce=a'c(aeca’)=(a‘ca)ea
=eogt @ gt & Widerspruch zur Annahme

3
(5) a) e'loe(ng)e A eoe(Gzz)e g el=e¢

b) (01_1)_1 oat (@) e A goagt W e (é; (cfl)_1 =a

o) (aob) ofaob)Ee A
(broa?) o(aob) ‘Ehto(ato(aob) D blo((@toa)ob) S blo(eoh)
(G2) b-l ob (G3) e

Y @ob)t = btog™

(6) a) Annahme: xoa=b (*) A Ty.x X'0ca=b (**)
X (é) x oe (é) X’ o (ao a—l) ((2-) (X’O a) ° a—l (*:*) bo a—l (:) (X° a) ° a—l
o (aea™) Yoxoe 2 x & Widerspruch zur Annahme
b) Analog a)
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2. Gruppe der Kongruenzabbildungen
Beweisen Sie den Satz 2.6:
Die Menge K aller Kongruenzabbildungen einer Ebene ¢ auf sich bildet zusammen mit
der Verkettung o : K x K— K eine Gruppe. 8 BE

(GO) Abgeschlossenheit bzgl. der Verkettung

Die Menge der Kongruenzabbildungen ist bzgl. der Verkettung abgeschlossen, weil sich nach dem
Dreispiegelungssatz (Satz 2.4) jede Kongruenzabbildung durch hochstens drei Achsenspiegelungen
darstellen lasst und nach Satz 2.5 umgekehrt jede Verkettung von beliebig vielen Achsenspie-
gelungen wieder eine Kongruenzabbildung ist.

Demnach ist jede Verkettung von Kongruenzabbildungen wieder eine Kongruenzabbildung. H

(G1) Assoziativitdit
Zu zeigenist: VYV, sck (poY)o o= @o(ye o)

Fiir einen beliebigen Punkt P der Ebene &gilt:
i) ((pow)eo)(P) = (po y)o(P) = ¢(y(a(P))

i) (@o(woo))P) = oy °o)P) = p(y(a(P)))

i), ii)
= (poy)eo= go(yeoa) #

(G2) Existenz eines (links-)neutralen Elements
Zu zeigenist:  Jjg;ck Vypek id;o@ = @

Fiir einen beliebigen Punkt P der Ebene &gilt: (idgo @)(P) = id.(@(P)) = @(P)
= id;ocp=¢ #

(G3) Existenz eines (links-)inversen Elements ¢ zu @
Zu zeigenist:  V,cx3d,"ck (p_l o =id,

Jede Achsenspiegelung S, ist nach Satz 1.15 eine involutorische Abbildung der Ebene auf sich.
Esgiltalso: S, =S,

Da sich nach dem Dreispiegelungssatz (Satz 2.4) jede Kongruenzabbildung als Verkettung von
hochsten drei Achsenspiegelungen darstellen lasst, ist noch zu zeigen, dass auch fiir die Verkettung
von drei Achsenspiegelungen S;, S, und S¢ in der Ebene ¢ eine Umkehrabbildung existiert.

Behauptung:
Die Umkehrabbildung zu S, o Sj, 0 S, ist die Abbildung Sg 0 S, 0 S

Beweis:
(Sg05h05) 0 (Sc05405,) ' S,08,0(S08) 08,08, 2 S,08,0id, 05,08, ‘2 S,08,08,05,

(G1) Satz

N Sg ° (Sh ° Sh) ° Sg ljs Sg ° idso Sg (G:Z) Sg o Sg e .ds

1735 !
Der Beweis umfasst in seinen letzten Schritten auch, dass die Umkehrabbildung zu S, © S, die
Abbildung S o Sp, ist. Damit ist (G3) bewiesen. #

Erreichbare Gesamtpunktzahl fiir dieses Ubungsblatt: 16 BE
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